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Краткие теоретические сведения.

1. Частные производные первого порядка. Дана функция 
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При нахождении частной производной по одному аргументу второй аргумент считается постоянной величиной
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 (используем формулу 
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Частные производные второго порядка находятся как производные от производных первого порядка.
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2.1. Полным дифференциалом функции 
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 называется главная линейная часть приращения функции при приращении аргументов 
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, отличающаяся от полного приращения функции на бесконечно малую величину высшего порядка относительно 
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Пусть дана функция 
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2.2 Уравнение касательной плоскости к поверхности 
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 3.    Двойной интеграл
3.1 
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 – это объём цилиндрического тела, ограниченного сверху поверхностью 
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3.2 Если 
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3.2.1 Двойной интеграл вычисляется сведением к вычислению двух повторных определённых интегралов.

3.2.2 Вычисление двойного интеграла в декартовой системе координат 
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         а) необходимо построить область интегрирования 
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б) установить порядок интегрирования.
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         в) Пусть область 
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 заключена внутри прямоугольника: 
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 граница области разбивается на две линии ABC и AEC, каждая из которых пересекается с любой прямой, параллельной оси у в одной точке. Поэтому их уравнения можно записать так: линия ABC: 
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Сначала вычисляем «внутренний» (в 
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) интеграл по у, считая х постоянной, а затем вычисляем «внешний» интеграл от полученной функции по х. Можно изменить порядок интегрирования: 
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г) Для вычисления площади 
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 или при другом порядке интегрирования 
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3.2.3 Вычисление площади в полярных координатах 
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Пусть область 
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 заключена между линиями 
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, которые касаются границы области в точках А и В, разделяющими границу на две линии. 
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а) Пусть полюс не содержится внутри области интегрирования 
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б) Пусть полюс находится внутри или на границе области интегрирования 
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Примечание. При вычислении интегралов полезно воспользоваться формулами тригонометрии  
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4. Тройной интеграл
4.1. 
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)

dV

z

y

x

f

òòò

W

,

,

 – это тройной интеграл от функции 
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Физический смысл тройного интеграла 4.1:
            при 
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с плотностью 
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4.2. Если 
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4.3. Вычисление тройного интеграла в декартовой системе координат 
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4.3.1. Необходимо построить или хотя бы схематически представить пространственную область 
[image: image90.wmf]W

.

4.3.2. Опишем около 
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 цилиндрическую поверхность с образующей, параллельной оси
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 вдоль линии 
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, которая делит поверхность, ограничивающую область на 2 части: нижнюю 
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4.3.3. Этой цилиндрической поверхностью тело 
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 спроектируется на плоскость 
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 в область D, линия 
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 спроектируется на границу области D. Необходимо построить в плоскости 
[image: image100.wmf]xoy

 область D.

4.3.4. Вычисление тройного интеграла сведем к повторному интегрированию сначала по направлению оси z от 
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4.3.5. Для вычисления объема тела: 
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4.3.6. Вычисление объема тела в цилиндрической системе координат 
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         Элемент объема 
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Примеры решения контрольных заданий

Пример 1. 
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Пример 2. Дана функция 
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2а) полный дифференциал 
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2б) составить уравнение касательной плоскости к поверхности 
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Решение.
2а) Найдём приращение аргументов 
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Уравнение касательной плоскости в точке 
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Пример 3. Вычислить с помощью двойного интеграла в полярных координатах площадь фигуры, ограниченной кривой, заданной уравнением в декартовых координатах 
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Решение:  Переведем уравнение кривой в полярные координаты 
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Пример 4. Вычислить с помощью тройного интеграла объем тела, ограниченного указанными поверхностями 
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Область 
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Задания к контрольной работе № 7 для ЗРФ

Задание 1. Даны две функции 
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Задание 2. Дана функция 
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                  2б) составить уравнение касательной плоскости к поверхности 
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Задание 3.  Вычислить с помощью двойного интеграла в полярных координатах площадь фигуры, ограниченной кривой, заданной уравнением в декартовых координатах 
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Задание 4. Вычислить с помощью тройного интеграла объем тела, ограниченного указанными поверхностями. Сделать чертежи данного тела (по возможности) и его проекции на плоскость 
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Контрольная работа  № 8 для ЗРФ
Тема: «Дифференциальные уравнения»

Краткая теория и методические указания для решения:

1. Дифференциальные уравнения I порядка: 
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. Общее решение – это совокупность решений 
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Виды и методы решения некоторых дифференциальных уравнений I порядка:

1.1 Уравнения с разделяющимися переменными 
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Алгоритм решения:
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в) Разделим переменные, чтобы слева были функции, зависящие от у, а справа – от х. Для этого разделим обе части уравнения на 
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1.2 Однородные дифференциальные уравнения I порядка 
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1.3 Линейные дифференциальные уравнения I порядка 
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    1.4 Уравнения в полных дифференциалах.

         Уравнение 
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     1.4.1  
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               Это уравнение называется уравнением в полных дифференциалах, если 
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               Тогда уравнение 1.4.1 имеет вид 
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      1.4.4 Общее решение этого уравнения  
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      1.4.5 Метод нахождения функции  
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                Благодаря условию 1.4.3 в правой части этого уравнения будет только функция 

                от 
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                Находим 
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 2.  Дифференциальные уравнения II порядка. 
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2.1 Дифференциальные линейные уравнения II порядка с постоянными коэффициентами. 
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Общее решение неоднородного уравнения 
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2.1.1. Решение однородного линейного уравнения II порядка 
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Составим и решим характеристическое уравнение 
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Могут быть 3 случая: 
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2.1.2. Нахождение частного решения неоднородного уравнения 
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2.1.2.1. 
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2.1.2.2.  
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2.1.2.3. 
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Коэффициенты M и N находят методом неопределённых коэффициентов. Подставим 
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2.1.3. Частное решение дифференциального уравнения при заданных начальных условиях 
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Примеры

1. Найти общее решение дифференциального уравнения 
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Это уравнение с разделяющимися переменными 1.1.
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2. Найти общее решение дифференциального уравнения 
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3. Найти общее решение дифференциального уравнения 
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Это линейное уравнение I порядка вида 1.3.  Замена 
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  4.  Найти общее решение дифференциального уравнения  
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                  Проверим условие (1.4.3)
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                Условие 1.4.3 выполнено, следовательно, уравнение является уравнением в 

                полных  дифференциалах.

  Решение. Интегрируем по 
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               По 1.4.6  
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5. Найти частное решение дифференциального уравнения 
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Решение. 

а) Однородное уравнение 
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 (2.1.1). Характеристическое уравнение 
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б) Частное решение неоднородного уравнения (2.1.2) 
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в)  Общее решение: 
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г)  Найдём частное решение при начальных условиях (по 2.1.3): Из в) найдем
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Варианты контрольной работы 

Контрольная работа содержит 4 задания:

1) Найти общее решение однородного дифференциального уравнения I порядка

2) Найти общее решение линейного дифференциального уравнения I порядка.
                  3)  Найти общее решение дифференциального уравнения 
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4) Найти частное решение дифференциального уравнения II порядка 
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Контрольная работа № 9 для ЗРФ
Тема: «Элементы теории поля»

Краткая теория и методические указания 

к выполнению контрольных заданий

1) Скалярное поле, градиент, производная по направлению. 
Задана функция 
[image: image529.wmf](

)

y

x

z

z

,

=

 в области D (задано скалярное поле в области D) и точка 
[image: image530.wmf](

)

0

0

,

y

x

A

 в области D.
1.1) Градиентом функции 
[image: image531.wmf](

)

y
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z

z
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 называется вектор 
[image: image532.wmf]j
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; 
[image: image533.wmf]y
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 – частные производные функции z по x и по y. Направление вектора градиента в точке 
[image: image534.wmf](
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 – это направление наискорейшего возрастания поля 
[image: image535.wmf](
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,

 в этой точке, а модуль вектора градиента – величина максимальной скорости возрастания. Модуль (длина) градиента 
[image: image536.wmf]2
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. Направляющие косинусы градиента 
[image: image537.wmf]gradz
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cos

, 
[image: image538.wmf]gradz

y
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b

cos

, где 
[image: image539.wmf]a

 и 
[image: image540.wmf]b

– углы вектора 
[image: image541.wmf]z

grad

с осями х и у. 
1.2) Производная 
[image: image542.wmf]a

z

¶

¶

 от функции 
[image: image543.wmf](
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z

,

 в точке 
[image: image544.wmf](
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y

x

A

 по направлению вектора 
[image: image545.wmf](
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y

x

a

a

a

,

 вычисляется по формуле 
[image: image546.wmf]b
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cos
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, где 
[image: image547.wmf]y

z
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,

 – значения частных производных в точке А; 
[image: image548.wmf]b

a

cos

,

cos

 – направляющие косинусы вектора 
[image: image549.wmf]a

a
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y
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. Модуль вектора 
[image: image550.wmf]2
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. Значение 
[image: image551.wmf]a

z
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 – это скорость изменения поля 
[image: image552.wmf](
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y

x

z

,

 в направлении вектора 
[image: image553.wmf]a

, если 
[image: image554.wmf]a
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 > 0, то поле возрастает, если 
[image: image555.wmf]a

z

¶

¶

 < 0, то поле убывает.
   2) Криволинейные интегралы вдоль кривой 
[image: image556.wmf]L

от точки 
[image: image557.wmf]В

до точки 
[image: image558.wmf]С

.

      2.1) Криволинейный интеграл по длине дуги (I рода) применяется, в частности, для       

             вычисления массы или заряда, распределенных по кривой 
[image: image559.wmf]L

 с плотностью 
[image: image560.wmf](,)
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[image: image561.wmf]1
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      2.2) Криволинейный интеграл по координатам (II рода) применяется, в частности, для 

             расчета работы силового поля 
[image: image562.wmf]___

(,)

Fxy



 EMBED Equation.DSMT4 [image: image563.wmf]__

(,)(,)

PxyiQxyj
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 при перемещении мате-

             риальной точки по кривой 
[image: image564.wmf]L

   

                                   
[image: image565.wmf]2
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     2.3) Вычисление криволинейных интегралов сводится к вычислению определенных ин-

             теграллов.

             Дифференциал длины дуги 
[image: image566.wmf]22
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dldxdy
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;

             2.3.1) Пусть кривая 
[image: image567.wmf]L

задана параметрически 
[image: image568.wmf]()
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                        Тогда 
[image: image569.wmf]()

dxxtdt
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, 
[image: image570.wmf]()

dyytdt

¢

=


                        
[image: image571.wmf]22
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[image: image572.wmf]2
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[image: image573.wmf]2
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 ,

                         где 
[image: image574.wmf]1

t

 и 
[image: image575.wmf]2

t

- значения параметра, соответствующие точкам 
[image: image576.wmf]B

и 
[image: image577.wmf]C

линии 
[image: image578.wmf]L

.

            2.3.2) Пусть уравнение линии 
[image: image579.wmf]L

 задано 
[image: image580.wmf]()
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.

                         Тогда  
[image: image581.wmf]()

dyyxdx
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[image: image582.wmf]2
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[image: image583.wmf]   
[image: image584.wmf]2
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[image: image585.wmf]2
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                          где 
[image: image586.wmf]1

x

и 
[image: image587.wmf]2

x

- абсциссы точек 
[image: image588.wmf]B

и 
[image: image589.wmf]C

линии 
[image: image590.wmf]L

.

               2.3.3) Криволинейный интеграл по координатам    

                         
[image: image591.wmf](,)(,)
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 EMBED Equation.DSMT4 [image: image592.wmf](coscos)
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      можно записать в виде криволинейного интеграла по длине дуги, так как   

      
[image: image593.wmf]cos

dxdl

a

=×

,  
[image: image594.wmf]cos

dydl

b

=×

,  где 
[image: image595.wmf]cos

a

 и 
[image: image596.wmf]cos

b

- косинусы углов вектора, касательно-

      го к линии 
[image: image597.wmf]L

, соответственно с осью 
[image: image598.wmf]x

 и осью 
[image: image599.wmf]y

(направляющие косинусы).

              2.3.4) Криволинейные интегралы от функции 3-х переменных по пространственной линии.

    Тогда  
[image: image600.wmf](,,)

fxyz

- плотность массы (заряда) и вектор силового поля  
[image: image601.wmf](,,)

Fxyz
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[image: image602.wmf](,,)(,,)(,,)

PxyziQxyzjRxyzk
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 являются функциями трех переменных 
[image: image603.wmf],,

xyz

.

     
[image: image604.wmf]1
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[image: image605.wmf]2
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L

JPxyzdxQxyzdyRxyzdz
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    Вычисление криволинейных интегралов сводится к вычислению определенных интег-

    ралов.

    Если кривая задана параметрическими уравнениями: 
[image: image606.wmf]()

()

()

xxt

yyt

zzt

=

ì

ï

=

í

ï

=

î

 , то

     
[image: image607.wmf]()

dxxtdt
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, 
[image: image608.wmf]()

dyytdt
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, 
[image: image609.wmf]()

dzztdt
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[image: image610.wmf]222
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[image: image611.wmf]

 EMBED Equation.DSMT4 [image: image612.wmf]2
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[image: image613.wmf]

 EMBED Equation.DSMT4 [image: image614.wmf](
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    где 
[image: image615.wmf]1

t

 и 
[image: image616.wmf]2

t

 значения параметра 
[image: image617.wmf]t

, соответствующее начальной 
[image: image618.wmf]()

B

 и конечной 
[image: image619.wmf]()

C

точ-

    кам кривой 
[image: image620.wmf]L

.

3. Поверхностные интегралы.

  3.1. Поверхностный интеграл по площади (I рода).

         Применяется, в частности, для вычисления суммарных массы или заряда, распреде-

         ленных по поверхности 
[image: image621.wmf]S

с плотностью 
[image: image622.wmf](,,)

fxyz

.

                                        
[image: image623.wmf]1
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[image: image624.wmf]ds

- дифференциал площади поверхности 
[image: image625.wmf]S

.

  3.2. Поверхностный интеграл по выбранной стороне поверхности (
[image: image626.wmf]II

 рода)

            
[image: image627.wmf]((,,)cos(,,)cos(,,)cos)

S
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abg

=++

òò


          Применяется, в частности, для вычисления потока жидкости через поверхность 
[image: image628.wmf]S

,

          если скорость потока

            
[image: image629.wmf](,,)(,,)(,,)

VPxyziQxyzjRxyzk
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[image: image630.wmf]()
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ПVnds

=×

òò

, где 
[image: image631.wmf]n

- единичный вектор нормали к поверхности 
[image: image632.wmf]S

, 
[image: image633.wmf]1

n

=


              
[image: image634.wmf](cos,cos,cos)

n

abg

=

,  
[image: image635.wmf],,

abg

- углы нормали к поверхности 
[image: image636.wmf]S

 с осями 
[image: image637.wmf],,

xyz

 

            соответственно.

  3.3. Вычисление поверхностных интегралов сводится к вычислению двойных интегралов

     3.3.1 Если поверхность 
[image: image638.wmf]S

 можно записать в виде 
[image: image639.wmf](,)

zzxy

=

, 
[image: image640.wmf]xy

D

- проекция поверхнос-

              ти 
[image: image641.wmf]S

 на плоскость 
[image: image642.wmf]xoy

, то 
[image: image643.wmf]cos

dsdxdy

g
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 или 
[image: image644.wmf]22
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dszzdxdy
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.

              Если поверхность 
[image: image645.wmf]S

 можно записать в виде 
[image: image646.wmf](,)

yyxz
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, 
[image: image647.wmf]xz

D

- проекция поверхнос-

              ти 
[image: image648.wmf]S

 на плоскость 
[image: image649.wmf]xoz

, то 
[image: image650.wmf]cos

dsdxdz

b

×=

 или 
[image: image651.wmf]22
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dsyydxdz
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.

              Если поверхность 
[image: image652.wmf]S

 можно записать в виде 
[image: image653.wmf](,)

xxyz

=

, 
[image: image654.wmf]yz

D

 - проекция поверх-

              ности 
[image: image655.wmf]S

 на плоскость 
[image: image656.wmf]yoz

, то 
[image: image657.wmf]cos

dsdydz

a

×=

 или  
[image: image658.wmf]22

1()()

yz

dsxxdydz
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=++

.

              Тогда 
[image: image659.wmf]1

I

 можно вычислить с помощью двойных интегралов.

                        
[image: image660.wmf]22
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              или   
[image: image661.wmf]22
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              или   
[image: image662.wmf]22
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              Для вычисления поверхностного интеграла 
[image: image663.wmf]I

 рода 
[image: image664.wmf]1

I

 углы 
[image: image665.wmf],,

abg

 считаются

              острыми.  

    3.3.2 При вычислении поверхностных интегралов II рода различают стороны поверхно-

             сти в зависимости от направления нормали к поверхности; 
[image: image666.wmf]cos

a

, 
[image: image667.wmf]cos

b

, 
[image: image668.wmf]cos

g

-

             направляющие косинусы нормали, проведенной к той стороне поверхности, по

             которой проводится интегрирование

                         
[image: image669.wmf](,,)cos(,,)cos(,,)cos
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;

             Можно записать так:

                        
[image: image670.wmf](,,)(,,)(,,)
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              Обычно вычисление 
[image: image671.wmf]П

сводится к вычислению суммы двойных интегралов

              
[image: image672.wmf]((,),,)(,(,),)(,,(,))
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              Обозначение  «
[image: image673.wmf]±

» означает, что берем знак «+», если нормаль к поверхности 

              образует острый угол с соответствующей осью, знак «-», если угол больше 
[image: image674.wmf]90

o


             ( для 
[image: image675.wmf]Dyz

- с оью 
[image: image676.wmf]x

, для 
[image: image677.wmf]Dxz

- с осью 
[image: image678.wmf]y

, для 
[image: image679.wmf]Dxy

- с осью 
[image: image680.wmf]z

).

4)Элементы векторного анализа. 
Даны: векторное поле 
[image: image681.wmf](
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, поверхность 
[image: image682.wmf]S

 и замкнутый контур 
[image: image683.wmf]l

.
4.1) Поток вектора 
[image: image684.wmf](
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 через поверхность 
[image: image685.wmf]S

 в направлении нормали 
[image: image686.wmf]n

 к поверхности 
[image: image687.wmf]S

 есть поверхностный интеграл 
[image: image688.wmf]Õ

.


4.1.1)
[image: image689.wmf](
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, где 
[image: image690.wmf]g

b
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,

 – углы нормали 
[image: image691.wmf]n

 с осями 
[image: image692.wmf]z

y

x

,

,

. Поверхностный интеграл сводится к вычислению двойных интегралов по областям 
[image: image693.wmf]xy

xz

yz

D

D

D
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,

 – проекциям поверхности 
[image: image694.wmf]S

 на плоскости 
[image: image695.wmf]xoy

xoz

yoz
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.
4.1.2) 
[image: image696.wmf](
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[image: image697.wmf]±

» означает, что знак «+», если нормаль к 
[image: image698.wmf]S

 образует острый угол с соответствующей осью, знак «–», если угол больше 90º (
[image: image699.wmf]yz

D

 - с осью х, 
[image: image700.wmf]xz

D

 - с осью у, 
[image: image701.wmf]xy

D

 - с осью z).
4.2) Циркуляция векторного поля 
[image: image702.wmf]F

 по замкнутому контуру 
[image: image703.wmf]l

 – это криволинейный интеграл.

4.2.1) 
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. Он вычисляется по правилу 2).

4.2.2) Ротор векторного поля, характеризующий завихрение его силовых линий, вычисляется с помощью определителя: 
[image: image705.wmf]k
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4.2.3) Формула Стокса. Поток ротора векторного поля через поверхность 
[image: image706.wmf]S

 равен циркуляции вектора по границе этой поверхности.   
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Направление обхода контура и направление нормали к поверхности должны быть согласованы так – если идти по контуру 
[image: image709.wmf]l

 в направлении интегрирования так, что область 
[image: image710.wmf]S

  внутри контура остается слева, то направление от ног к голове совпадет с направлением нормали.
4.3) Дивергенция (расходимость) поля 
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4.3.1) Теорема Гаусса-Остроградского. Поток вектора изнутри замкнутой поверхности равен тройному интегралу от дивергенции поля по объёму, ограниченному этой поверхностью.
4.3.2) 
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5)Соленоидальное и потенциальное поля. 

Дано векторное поле 
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 - полный дифференциал скалярного поля 
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где 
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 – фиксированная точка в рассматриваемой области. Формула (5.3) получается в результате вычисления интеграла 
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Примеры к решению контрольных заданий

Пример 1: Дана функция 
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1. Найдем градиент 
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 направляющие косинусы градиента 
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2. Найдём производную в точке А по направлению вектора 
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Вывод: По направлению вектора 
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    Пример 2.

    Дана кривая 
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           Ответ: суммарный заряд 
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Пример 4 : Даны векторное поле 
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а) вычислить поток векторного поля
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 через поверхность 
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В данном случае 
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[image: image871.wmf]s
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б) Вычислить циркуляцию 
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 по замкнутому контуру 
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 (формулы 4.2 и 2.3.2). Контур 
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АВ: 
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Вычислим циркуляцию 
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Итак, циркуляция вектора 
[image: image899.wmf]F

 по замкнутому контуру 
[image: image900.wmf]l

, найденная двумя способами, равна 
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в) Определить поток векторного поля 
[image: image902.wmf]F

 через полную поверхность пирамиды 
[image: image903.wmf]V

 в направлении внешней нормали к её поверхности непосредственно и применив теорему Остроградского. Сделать чертёж.
     Решение: Используем формулы 4.1.1), 4.1.2), 4.3.1).
1) Найдем поток ∏ вектора 
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Поток через поверхность АСВ был найден в задаче 3а) 
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Поток через полную поверхность пирамиды 
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Найдем поток П по теореме Остроградского 
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Вывод: Поток вектора 
[image: image932.wmf]F

 через полную поверхность 
[image: image933.wmf]V

, полученный двумя способами, равен 
[image: image934.wmf]24
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Пример 5: Дано поле 
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. Является ли оно соленоидальным или потенциальным?
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, следовательно поле не является соленоидальным.
б) 
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Следовательно, поле 
[image: image939.wmf]F

 потенциальное. Потенциал поля 
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Задания к контрольной работе № 9 для ЗРФ
5 контрольных заданий:

1. Дана функция
[image: image943.wmf](
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. Найти:

1) 
[image: image946.wmf]z
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 в точке 
[image: image947.wmf]A

; 
2) производную в точке 
[image: image948.wmf]A

 по направлению вектора 
[image: image949.wmf]a

.
         2. Дана кривая 
[image: image950.wmf]L

. С помощью криволинейных интегралов :

    а) вычислить массу 
[image: image951.wmf]M

отрезка кривой 
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от точки 
[image: image953.wmf]11
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        задана плотность 
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    б) вычислить работу силы 
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       3. На поверхности
[image: image959.wmf]S

, отсекаемой координатными плоскостями, распределен электричес-

     кий заряд с плотностью 
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. Вычислить суммарный заряд поверхности.

4.Даны векторное поле 
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(р), которая совместно с координатными плоскостями образует пирамиду 
[image: image963.wmf]V

. Пусть 
[image: image964.wmf]s

 – основание пирамиды, принадлежащее плоскости (р), 
[image: image965.wmf]l

 – контур, ограничивающий 
[image: image966.wmf]s
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[image: image967.wmf]n

 – нормаль к 
[image: image968.wmf]s

, направленная вне пирамиды 
[image: image969.wmf]V

. Требуется вычислить:

1) Поток вектора 
[image: image970.wmf]F

  через поверхность 
[image: image971.wmf]s

 в направлении нормали 
[image: image972.wmf]n

;
2) Циркуляцию векторного поля 
[image: image973.wmf]F

 по замкнутому контуру 
[image: image974.wmf]l

 непосредственно и применив теорему Стокса к контуру 
[image: image975.wmf]l

 и ограниченной им поверхности 
[image: image976.wmf]s

 с нормалью 
[image: image977.wmf]n

.
3) Поток векторного поля 
[image: image978.wmf]F

 через полную поверхность пирамиды 
[image: image979.wmf]V

 в направлении внешней нормали к её поверхности непосредственно и применив теорему Гаусса-Остроградского. Сделать чертёж. 

5.Проверить, является ли векторное поле 
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 потенциальным или соленоидальным. В случае потенциальности поля 
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 найти его потенциал.
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                                                    Контрольная работа № 10 для ЗРФ
Тема: «Ряды»

Краткая теория.

1. Числовые ряды
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1.4.4) Радикальный признак Коши.
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1.5) Знакочередующиеся ряды.

1.5.0) Ряд 
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1.5.1) Признак Лейбница.
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1.5.2) Следствие: Остаток ряда 
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1.6) Знакопеременный ряд. 
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1.7) Если ряд из абсолютных величин членов ряда 
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1.9) Знакочередующиеся ряды являются частным случаем знакопеременных рядов, поэтому, если для знакочередующегося ряда ряд из абсолютных величин 
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2. Степенные ряды
2.1) 
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2.2) Радиусом сходимости степенного ряда называется такое число R, что при всех х, таких, что 
[image: image1171.wmf]R

x

x

<

-

0

степенной ряд абсолютно сходится, а для всех х, таких, что 
[image: image1172.wmf]R

x

x

>

-

0

 степенной ряд расходится. Интервал 
[image: image1173.wmf](

)

R

x

R

x

+

-

0

0

,

 называется интервалом сходимости. При 
[image: image1174.wmf]R

x

x

-

=

0

 и 
[image: image1175.wmf]R

x

x

+

=

0

 ряд может сходиться или расходиться. Это необходимо исследовать по признакам 1.3.1), 1.4.1), 1.4.2). Для рядов, расходящихся при всех х, кроме 
[image: image1176.wmf]0

x

x

=

, радиус сходимости 
[image: image1177.wmf]0

=

R

, а для рядов, сходящихся при всех х, радиус сходимости 
[image: image1178.wmf]¥

=

R

.    

2.3) План нахождения интервала сходимости и радиуса сходимости 
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2.3.0) Дан ряд 
[image: image1180.wmf]...

...

3

3

2

2

1

0

+

+

+

+

+

+

n

n

x

a

x

a

x

a

x

a

a


2.3.1) Составим ряд из абсолютных величин членов ряда 
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Интервалы сходимости рядов 2.3.0) и 2.3.1) одинаковы.

2.3.2) К ряду 2.3.1), все члены которого положительны, можно применить признак Даламбера или радикальный признак Коши.

Применение признака Даламбера: 
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. В точках х, в которых этот предел меньше 1, ряд сходится, а в которых он больше 1, ряд расходится, значение 
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, при котором это предел равен 1, является значением радиуса сходимости 
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. Вид предела для определения интервала сходимости при применении радикального признака Коши 
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2.3.3) Исследуем сходимость числовых рядов на границах интервала сходимости по признакам 1.3.1), 1.4.1) или 1.4.2).

3. Разложение функции в степенные ряды.
3.1) Ряд Тейлора в окрестности 
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 – значение n-ой производной функции 
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, то разложение по степеням х называется рядом Маклорена.

Таблица рядов Маклорена 
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4. Применение рядов Тейлора
4.1) Вычисление определённых интегралов с помощью разложения функции в степенной ряд и затем интегрирования его почленно.

4.2) Решение дифференциальных уравнений. 

Задано дифференциальное уравнение 
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 и начальные условия в точке х = 0. Предположим, что в окрестности х = 0 решение уравнения можно разложить в степенной ряд 
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а) Этот ряд можно почленно дифференцировать столько, сколько надо, внутри интервала сходимости.

или б) Можно продифференцировать уравнение несколько раз, рассматривая у как функцию от х.

5. Разложение функции в ряд Фурье

5.1) Если 
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Сумма ряда Фурье – периодическая функция с периодом 
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5.2) Если 
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5.3) Если 
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Примеры для решения контрольной работы № 10

Контрольная работа содержит 5 контрольных заданий.

Дадим 2 примера контрольного задания №1.
Пример 1: Исследовать сходимость числового ряда 
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Решение. Применим признак сравнения 1.4.1.4)
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. Применим интегральный признак 1.4.2) 
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Пример 2. Исследовать сходимость числового ряда 
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Решение. Применим признак Даламбера 1.7) 
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По определению 
[image: image1244.wmf]n

n

×

×

×

×

=

...

3

2

1

!

; 
[image: image1245.wmf](

)

(

)

1

...

2

1

!

1

+

×

×

×

=

+

n

n

; 
[image: image1246.wmf](

)

(

)

(

)

2

1

...

2

1

!

2

+

+

×

×

×

=

+

n

n

n

.


[image: image1247.wmf](
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q = 0, q < 1 следовательно, ряд сходится.
Пример контрольного задания № 2. Найти интервал сходимости степенного ряда 
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Решение. Применим план нахождения интервала сходимости 2.3) 

1. Составим ряд из абсолютных величин членов ряда
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2. Применим признак Даламбера к полученному ряду
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Ряд сходится при 
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3. Исследуем сходимость числового ряда на границах интервала при 
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 Получим числовой ряд 
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б) 
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Итак, на границах интервала исходный ряд расходится.

Вывод. Интервал сходимости степенного ряда 
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Пример контрольного задания № 3. Вычислить определенный интеграл 
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Решение: Разложим 
[image: image1273.wmf]2

2

x

e

-

 в ряд по таблице 3.2) для 
[image: image1274.wmf]2

,

2

x

e

-

=

a

a

.


[image: image1275.wmf]=

+

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

+

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

+

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

+

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

+

=

-

...

!

4

1

2

!

3

1

2

!

2

1

2

!

1

1

2

1

4

2

3

2

2

2

2

2

2

x

x

x

x

e

x



 EMBED Equation.3  [image: image1276.wmf]...

4

3

2

1

16

3

2

1

8

2

1

4

2

1

8

6

4

2

-

×

×

×

×

+

×

×

×

-

×

×

+

-

=

x

x

x

x

; 


[image: image1277.wmf]=

-

×

+

×

-

×

+

×

-

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

+

-

+

-

=

ò

ò

-

0

1

9

7

5

1

0

3

1

0

8

6

4

2

2

...

384

9

48

7

8

5

2

3

...

384

48

8

2

1

2

x

x

x

x

x

dx

x

x

x

x

dx

e

x



 EMBED Equation.3  [image: image1278.wmf]...

3456

1

336

1

40

1

6

1

1

-

+

-

+

-

=


Мы получили знакочередующийся ряд. Если ограничиться четырьмя членами, то по следствию 1.5.2) из признака Лейбница остаток ряда 
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Пример контрольного задания № 4. Найти три первых, отличных от нуля члена разложения в степенной ряд решения 
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Ищем решение в виде ряда Маклорена в окрестности 
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 Продифференцируем уравнение несколько раз подряд, рассматривая у как функцию от х. 
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и т.д.           Возьмем в самом уравнении и во всех равенствах 
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, подставив эти коэффициенты в ряд Маклорена, получим решение 
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Пример контрольного задания № 5. 

Разложить 
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Задания к контрольной работе № 10 для ЗРФ
1. Исследовать сходимость числового ряда 
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4. Найти три первых, отличных от нуля члена разложения в степенной ряд решения 
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