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Изложены алгоритмы построения биортогональных систем всплесков и масштабирующих функ-
ций, масками которых являются обобщенные полиномы Уолша. Приведено несколько новых при-
меров биортогональных наборов всплесков с компактными носителями на группах Виленкина.

Известно, что ортогональные всплески с компактными носителями на группах Виленкина
представимы лакунарными рядами по обобщенным функциям Уолша. В данной работе изло-
жены алгоритмы построения биортогональных систем всплесков и масштабирующих функ-
ций, масками которых являются обобщенные полиномы Уолша. Приведено несколько новых
примеров биортогональных наборов всплесков.

1. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ

Основы теории рядов и преобразований Уолша как одного из разделов современного гар-
монического анализа изложены в монографиях [1–3]. В то время как характерами группы
вращений окружности являются гармоники eikt, функции Уолша являются характерами кан-
торовой диадической группы. Ортогональные всплески и соответствующие им масштабирую-
щие функции, представимые в виде лакунарных рядов Уолша, изучались в [4–10]. Для данного
p ≥ 2 группа Виленкина G может быть определена как слабое прямое произведение счетного
множества циклических групп p-го порядка (в случае p = 2 группа G изоморфна канторовой
группе). Специфика построения всплесков на группах Кантора и Виленкина связана с тем об-
стоятельством, что эти группы (как и аддитивная группа поля p-адических чисел) содержат
открытые компактные подгруппы (см. [11]). В настоящей работе вводятся биортогональные
всплески и масштабирующие функции, масками которых являются обобщенные полиномы
Уолша, подобно тому как биортогональные всплески с компактными носителями на прямой R

определяются по надлежащим образом выбранным тригонометрическим полиномам (см., на-
пример, [12, § 8.3.5; 13, § 1.3]). Отметим, что для каждого p ≥ 2 рассматриваемые обобщенные
функции Уолша являются характерами соответствующей группы Виленкина.
Пусть G — локально компактная абелева группа, состоящая из последовательностей вида

x = (xj) = (. . . , 0, 0, xk , xk+1, xk+2, . . .),

где xj ∈ {0, 1, . . . , p − 1} для j ∈ Z и xj = 0 для j < k = k(x). Групповая операция на G
обозначается ⊕ и определяется как покоординатное сложение по модулю p:

(zj) = (xj) ⊕ (yj) ⇔ zj = xj + yj (mod p) для j ∈ Z,

а топология в G вводится полной системой окрестностей нуля:

Ul =
{
(xj) ∈ G | xj = 0 для j ≤ l

}
, l ∈ Z.
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Группу G называют группой Виленкина (см., например, [2, p. 511]). Обозначим через � опе-
рацию, обратную ⊕ (так что x � x = θ, где θ — нулевая последовательность). Определим U
как подгруппу группы G с множеством элементов U0.
Пространства Лебега Lq(G), 1 ≤ q ≤ ∞, определяются по мере Хаара µ, заданной на

борелевских множествах группы G и нормированной условием µ(U) = 1. Обозначим через
(· , ·) и ‖ · ‖ скалярное произведение и норму в L2(G).
Группа, двойственная G, обозначается G∗ и состоит из последовательностей вида

ω = (ωj) = (. . . , 0, 0, ωk, ωk+1, ωk+2, . . .),

где ωj ∈ {0, 1, . . . , p − 1} для j ∈ Z и ωj = 0 для j < k = k(ω). Операции сложения и
вычитания, окрестности нуля {U∗

l } и мера Хаара µ∗ вводятся для G∗ так же, как и для G.
Каждый характер группы G может быть задан по формуле

χ(x, ω) = exp

(
2πi

p

∑
j∈Z

xjω1−j

)
, x ∈ G,

для некоторого ω ∈ G∗. Выделим в G дискретную подгруппу H = {(xj) ∈ G | xj = 0 для j > 0}
и определим автоморфизм A ∈ Aut G по формуле (Ax)j = xj+1. Легко видеть, что фактор-
группа H/A(H) содержит p элементов, а аннулятор H⊥ подгруппы H состоит из последова-
тельностей (ωj) ∈ G∗, у которых ωj = 0 для j > 0.
Отображение λ : G → [0,+∞) определим равенством

λ(x) =
∑
j∈Z

xjp
−j , x = (xj) ∈ G.

Образом подгруппы H при отображении λ является множество целых неотрицательных чисел:
λ(H) = Z+. Для каждого α ∈ Z+ через h[α] обозначим элемент из H такой, что λ(h[α]) = α
(в частности, h[0] = θ). Отображение λ∗ : G∗ → [0,+∞), автоморфизм B ∈ AutG∗, подгруп-
па U∗ в G∗ и элементы ω[α] из H⊥ определяются аналогично λ, A, U и h[α] соответственно.
Отметим, что χ(Ax,ω) = χ(x,Bω) для всех x ∈ G, ω ∈ G∗ (т.е. B — автоморфизм, сопряжен-
ный к A).

Обобщенные функции Уолша для группы G могут быть заданы равенством

Wα(x) = χ(x, ω[α]), α ∈ Z+, x ∈ G.

Эти функции непрерывны на G и удовлетворяют соотношениям ортогональности∫
U

Wα(x)Wβ(x) dµ(x) = δα,β, α, β ∈ Z+,

где δα,β — символ Кронекера. Известно также, что система {Wα} полна в L2(U). Соответству-
ющая система для группы G∗ определяется равенством

W ∗
α(ω) = χ(h[α], ω), α ∈ Z+, ω ∈ G∗.

Система {W ∗
α} является ортонормированным базисом в L2(U∗).

Для любой функции f ∈ L1(G)∩L2(G) преобразование Фурье f̂ , определенное по формуле

f̂(ω) =
∫
G

f(x)χ(x, ω) dµ(x), ω ∈ G,
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принадлежит пространству L2(G). Оператор Фурье

F : L1(G) ∩ L2(G) → L2(G), Ff = f̂ ,

стандартным образом продолжается на все пространство L2(G). Для любых f, g ∈ L2(G) имеет
место равенство Парсеваля (f, g) = (f̂ , ĝ ).
Носитель функции f ∈ L2(G) обозначается supp f и определяется как наименьшее по вклю-

чению замкнутое множество, на дополнении которого функция f почти везде равна нулю.
Обозначим через L2

c(G) множество функций из L2(G), имеющих компактный носитель.
Определение 1. Функцию ϕ ∈ L2

c(G) будем называть масштабирующей функцией, если
она удовлетворяет уравнению вида

ϕ(x) = p

pn−1∑
α=0

aαϕ(Ax � h[α]), x ∈ G, (1.1)

где aα — некоторые комплексные коэффициенты.
Характеристическую функцию множества E ⊂ G будем обозначать через 1E . Если a0 = . . .

. . . = ap−1 = 1/p и все aα = 0 для α ≥ p, то решением уравнения (1.1) является функция
ϕ = 1Un−1 . Соответствующие ортогональные всплески в L2(G) имеют вид

ψ(ν)(x) =
p−1∑
α=0

ενα
p ϕ(Ax � h[α]), ν = 1, . . . , p − 1,

где εp = exp(2πi/p) (ср. [14, теорема 2; 15, § 4]). Некоторые другие примеры масштабирующих
функций, по которым определяются ортогональные всплески в L2(G), приведены в [6] и [10].
Функциональное уравнение (1.1) называется масштабирующим уравнением. Применяя

преобразование Фурье, можем записать это уравнение в виде

ϕ̂(ω) = m(B−1ω)ϕ̂(B−1ω), (1.2)

где

m(ω) =
pn−1∑
α=0

aαW ∗
α(ω) (1.3)

— обобщенный полином Уолша, называемый маской масштабирующей функции ϕ.
Множества

U∗
n,s = B−n(ω[s]) ⊕ B−n(U∗), 0 ≤ s ≤ pn − 1, (1.4)

являются смежными классами группы U∗ по подгруппе B−n(U∗). Каждая из функций W ∗
α( ·)

при 0 ≤ α ≤ pn − 1 постоянна на множествах (1.4). Коэффициенты масштабирующего уравне-
ния (1.1) связаны со значениями bs маски (1.3) на классах U∗

n,s прямым и обратным дискрет-
ными преобразованиями Виленкина–Крестенсона:

aα =
1
pn

pn−1∑
s=0

bsW
∗
α(B−nω[s]), 0 ≤ α ≤ pn − 1, (1.5)

bs =
pn−1∑
α=0

aαW ∗
α(B−nω[s]), 0 ≤ s ≤ pn − 1. (1.6)
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Формула Парсеваля для этих преобразований имеет вид

pn−1∑
α=0

aαãα =
1
pn

pn−1∑
s=0

bsb̃s, (1.7)

где aα, bs и ãα, b̃s — произвольные наборы чисел, для которых имеют место равенства (1.5)
и (1.6). Для вычисления дискретных преобразований Виленкина–Крестенсона применяются
алгоритмы, аналогичные классическим алгоритмам для быстрого преобразования Фурье (см.,
например, [2, p. 463]).

Теорема A. Если функция ϕ ∈ L2
c(G) удовлетворяет уравнению (1.1) и ϕ̂(θ) = 1, то

pn−1∑
α=0

aα = 1 и suppϕ ⊂ U1−n.

В пространстве L2
c(G) это решение уравнения (1.1) единственно, дается формулой

ϕ̂(ω) =
∞∏

j=1

m(B−jω)

и обладает следующими свойствами:

1) ϕ̂(h∗) = 0 при всех h∗ ∈ H⊥ \ {θ} (модифицированное условие Стрэнга–Фикса);
2)

∑
h∈H ϕ(x ⊕ h) = 1 для п.в. x ∈ G (свойство разбиения единицы).

Определение 2. Функцию f ∈ L2(G) будем называть стабильной, если существуют по-
ложительные константы c1 и c2 такие, что

c1

( ∞∑
α=0

|aα|2
)1/2

≤
∥∥∥∥∥

∞∑
α=0

aαf( · � h[α])

∥∥∥∥∥ ≤ c2

( ∞∑
α=0

|aα|2
)1/2

для каждой последовательности {aα} из 
2. Иначе говоря, функция f стабильна в L2(G), если
функции f( · � h), h ∈ H, образуют систему Рисса в пространстве L2(G).
Будем говорить, что функция g : G∗ → C имеет периодический нуль в точке ω ∈ G∗, если

g(ω ⊕ h∗) = 0 для всех h∗ ∈ H⊥. Следующая теорема характеризует стабильные в L2(G)
функции с компактными носителями.

Теорема B. Для произвольной функции f ∈ L2
c(G) следующие свойства эквивалентны:

(а) функция f стабильна в L2(G);
(б) система {f( · � h) | h ∈ H} линейно независима;
(в) преобразование Уолша функции f не имеет периодических нулей.

Теоремы A и B доказаны в [10] и [16] (при p = 2 их аналоги для пространства L2(R+)
имеются в [9]).

Определение 3. Семейство замкнутых подпространств Vj ⊂ L2(G), j ∈ Z, называет-
ся кратномасштабным анализом (сокращенно КМА) в L2(G), если выполнены следующие
условия:

(i) Vj ⊂ Vj+1 для j ∈ Z;

(ii)
⋃

Vj = L2(G) и
⋂

Vj = {0};
(iii) f( ·) ∈ Vj ⇔ f(A · ) ∈ Vj+1 для j ∈ Z;
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(iv) f( ·) ∈ V0 ⇒ f( · � h) ∈ V0 для h ∈ H;
(v) существует функция ϕ ∈ L2(G) такая, что система {ϕ( · �h) | h ∈ H} является базисом

Рисса в V0.

Для произвольной функции f ∈ L2(G) положим

fj,h(x) = pj/2f(Ajx � h), j ∈ Z, h ∈ H.

Определение 4. Будем говорить, что функция ϕ порождает КМА в L2(G), если, во-
первых, семейство {ϕ( ·�h) | h ∈ H} является системой Рисса в L2(G) и, во-вторых, замкнутые
подпространства Vj = span{ϕj,h | h ∈ H}, j ∈ Z, образуют КМА в L2(G).
В работах [8] и [10] для произвольных p, n ∈ N, p ≥ 2, найдены коэффициенты aα такие,

что масштабирующее уравнение (1.1) имеет решение ϕ ∈ L2
c(G), которое является суммой

лакунарного ряда по обобщенным функциям Уолша и порождает КМА в L2(G). Более того,
по каждой масштабирующей функции ϕ, порождающей КМА в L2(G), могут быть построены
ортогональные всплески ψ(1), . . . , ψ(p−1) таким образом, что функции

ψ
(ν)
j,h (x) = pj/2ψ(ν)(Ajx � h), 1 ≤ ν ≤ p − 1, j ∈ Z, h ∈ H,

образуют ортонормированный базис в L2(G).
Приведем разложение масштабирующей функции в лакунарный ряд Уолша. Пусть l ∈

∈ {0, 1, . . . , p − 1}. Последовательность ω = (ωj), у которой ω1 = l и ωj = 0 для j 
= 1, обозна-
чим через δl (в частности, δ0 = θ). Легко видеть, что{

ω ∈ U∗ | χ(x, ω) = 1 для x ∈ A(H)
}

= {δ0, δ1, . . . , δp−1},

т.е. множество последовательностей δl является аннулятором подгруппы A(H) в H. Заметим,
что W ∗

α(δl) = εαl
p и δl = B−nω[lpn−1] для 0 ≤ l ≤ p − 1.

Предположим, что функция ϕ ∈ L2
c(G) является решением масштабирующего уравне-

ния (1.1), маска которого удовлетворяет условиям

m(θ) = 1,
p−1∑
l=0

|m(ω ⊕ δl)|2 = 1, ω ∈ G∗.

Тогда, как показано в [8], имеет место равенство

ϕ(x) =
1

pn−1
1U (A1−nx)

(
1 +

∑
l∈N(p,n)

cl[m]Wl(A1−nx)

)
, x ∈ G, (1.8)

где N(p, n) и cl[m] определяются следующим образом. Представим каждое l ∈ N в виде p-арного
разложения

l =
k∑

j=0

µjp
j, µj ∈ {0, 1, . . . , p − 1}, µk 
= 0, k = k(l) ∈ Z+, (1.9)

и обозначим через N0(p, n) множество всех натуральных чисел l ≥ pn−1, у которых среди
упорядоченных наборов (µj, µj+1, . . . , µj+n−1) в разложении (1.9) отсутствуют наборы

(0, 0, . . . , 0, 1), (0, 0, . . . , 0, 2), . . . , (0, 0, . . . , 0, p − 1).
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Тогда N(p, n) = {1, 2, . . . , pn−1 − 1} ∪ N0(p, n). Далее положим

γ(i1, i2, . . . , in) = bs, s = i1p
0 + i2p

1 + . . . + inpn−1, ij ∈ {0, 1, . . . , p − 1},

где bs заданы формулами (1.6). Тогда

cl[m] = γ(µ0, 0, 0, . . . , 0, 0), если k(l) = 0,

cl[m] = γ(µ1, 0, 0, . . . , 0, 0)γ(µ0, µ1, 0, . . . , 0, 0), если k(l) = 1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

cl[m] = γ(µk, 0, 0, . . . , 0, 0)γ(µk−1, µk, 0, . . . , 0, 0) . . . γ(µ0, µ1, µ2, . . . , µn−2, µn−1),

если k(l) ≥ n − 1.

Отметим, что в последнем произведении индексы каждого множителя начиная со второго по-
лучаются “сдвигом” индексов предыдущего множителя на одну позицию вправо и добавлением
на освободившееся первое место одной новой цифры из p-арного разложения (1.9).

2. ПОСТРОЕНИЕ БИОРТОГОНАЛЬНЫХ ВСПЛЕСКОВ
НА ГРУППЕ ВИЛЕНКИНА

Пусть даны две масштабирующие функции ϕ, ϕ̃ соответственно с масками

m(ω) =
pn−1∑
α=0

aαW ∗
α(ω), m̃(ω) =

pñ−1∑
α=0

ãαW ∗
α(ω). (2.1)

Нас интересует, во-первых, когда H-сдвиги функций ϕ, ϕ̃ будут образовывать биортонормиро-
ванную систему в L2(G), и, во-вторых, как по маскам (2.1) построить биортогональные базисы
в L2(G).

Предложение 1. Пусть ϕ, ϕ̃ ∈ L2(G). Системы {ϕ( ·�h) | h ∈ H} и {ϕ̃( ·�h) | h ∈ H}
являются биортонормированными в L2(G) тогда и только тогда, когда∑

h∗∈H⊥

ϕ̂(ω ⊕ h∗) ̂̃ϕ(ω ⊕ h∗) = 1 для п.в. ω ∈ G∗.

Предложение 2. Пусть ϕ, ϕ̃ — масштабирующие функции соответственно с масками
m, m̃. Если системы {ϕ( ·�h) | h ∈ H}, {ϕ̃( ·�h) | h ∈ H} являются биортонормированными
в L2(G), то

p−1∑
l=0

m(ω ⊕ δl) m̃(ω ⊕ δl) = 1 для всех ω ∈ G∗. (2.2)

Некоторые аналоги предложений 1 и 2 имеются в [8, § 3] и [13, § 1.2].
Для данных масок (2.1) положим m∗(ω) = m(ω)m̃(ω) и N = max{n, ñ}. Условие (2.2)

записывается в виде
p−1∑
l=0

m∗(ω ⊕ δl) = 1, ω ∈ G∗,

и эквивалентно выполнению равенств
p−1∑
ν=0

b
(N)

l+νpN−1 b̃
(N)

l+νpN−1 = 1, 0 ≤ l ≤ pN−1 − 1, (2.3)
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где b
(N)
l = m(B−Nω[l]), b̃

(N)
l = m̃(B−Nω[l]). Пусть ⊕p и �p обозначают соответственно опера-

ции сложения и вычитания целых чисел по модулю p. Пользуясь равенством W ∗
α(ω)W ∗

β (ω) =
= W ∗

α⊕pβ(ω), получаем

m∗(ω) =
pn−1∑
α=0

pñ−1∑
β=0

aαãβW ∗
α⊕pβ(ω).

Далее, полагая aα = ãβ = 0 для α ≥ pn, β ≥ pñ, имеем

m∗(ω) =
pN−1∑
α=0

a∗αW ∗
α(ω), a∗α =

pN−1∑
γ=0

aγ ãγ�pα.

Определим функцию ϕ∗ по формуле

ϕ∗(x) =
∫
G

ϕ(t ⊕ x)ϕ̃(t) dµ(t).

Преобразование Фурье этой функции связано с преобразованиями Фурье функций ϕ, ϕ̃ ра-
венством ϕ̂∗(ω) = ϕ̂(ω) ̂̃ϕ(ω). Более того, функция ϕ∗ является масштабирующей функцией и
удовлетворяет уравнению

ϕ∗(x) = p

pN−1∑
α=0

a∗αϕ∗(Ax � α), x ∈ G.

Таким образом, полином m∗ является маской функции ϕ∗.
Пусть M ⊂ U∗ и

SpM =
p−1⋃
l=0

{
B−1ω[l] + B−1(ω) | ω ∈ M

}
.

Предположим, что M совпадает с одним из множеств U∗
n−1, s, 1 ≤ s ≤ pn−1 − 1, либо являет-

ся объединением некоторых из этих множеств. Множество M называется блокирующим для
маски m, если m(ω) = 0 для всех ω ∈ SpM \ M . Согласно данному определению если M —
блокирующее множество для m, то M ∩ U∗

n−1, 0 = ∅. Кроме того, каждая маска может иметь
только конечное число блокирующих множеств.

Предложение 3. Если одна из масок m, m̃, m∗ имеет блокирующее множество, то
системы {ϕ( ·�h) | h ∈ H}, {ϕ̃( ·�h) | h ∈ H} не являются биортонормированными в L2(G).
Это предложение доказывается с помощью теоремы B (случай m = m̃ подробно изложен

в [10]).
Пусть E — компактное множество в G∗. Множество E называется конгруэнтным U∗ по

модулю H⊥, если µ∗(E) = 1 и для любого ω ∈ E существует элемент h∗ ∈ H⊥ такой, что
ω ⊕ h∗ ∈ U∗. Имеет место следующий аналог хорошо известного критерия Коэна (см., напри-
мер, [13, теорема 2.5.6]).

Теорема 1. Пусть ϕ, ϕ̃ — масштабирующие функции такие, что их маски m, m̃ удо-
влетворяют условию (2.2), и пусть ϕ̂(θ) = ̂̃ϕ(θ) = 1. Тогда следующие утверждения эквива-
лентны:

(а) системы {ϕ( · � h) | h ∈ H}, {ϕ̃( · � h) | h ∈ H} являются биортонормированными
в L2(G);
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(б) существует множество E, конгруэнтное U∗ по модулю H⊥, содержащее окрест-
ность нулевого элемента группы G∗ и такое, что

inf
j∈N

inf
ω∈E

|m(B−jω)| > 0, inf
j∈N

inf
ω∈E

|m̃(B−jω)| > 0. (2.4)

Для случая ϕ = ϕ̃ эта теорема доказана в [10]. При построении биортогональных всплес-
ковых систем одним из основных является вопрос о принадлежности функций ϕ, ϕ̃ классу L2.
В некоторых случаях ответить на этот вопрос удается с помощью совместного спектрального
радиуса некоторых специальных линейных операторов, определяемых по соответствующим
масштабирующим уравнениям (см., например, теорему A.6.5 в [13]).
Пусть r = pn−1. Напомним, что совместный спектральный радиус комплексных матриц

A0, A1, . . . , Ap−1 размера r × r определяется по формуле

ρ̂(A0, A1, . . . , Ap−1) := lim
k→∞

max
{
‖Ad1Ad2 . . . Adk

‖1/k : dj ∈ {0, 1, . . . , p − 1}, 1 ≤ j ≤ k
}

,

где ‖ · ‖ — произвольная норма в C
r×r. В случае A0 = A1 = . . . = Ap−1 величина ρ̂(A0, A1, . . .

. . . , Ap−1) совпадает со спектральным радиусом ρ(A0). Совместный спектральный радиус ко-
нечномерных линейных операторов L0, L1, . . . , Lp−1 определяется как совместный спектраль-
ный радиус их матриц в произвольном фиксированном базисе соответствующего линейного
пространства.
Для данного масштабирующего уравнения (1.1) положим cα = paα и зададим матрицы

T0, T1, . . . , Tp−1 размера r × r по формулам

(T0)i,j = c(pi−p)�p(j−1), (T1)i,j = c(pi−p+1)�p(j−1), . . . , (Tp−1)i,j = c(pi−1)�p(j−1),

где i, j ∈ {1, 2, . . . , r}. Определим подпространство

V :=
{
u = (u1, . . . , ur)t | u1 + . . . + ur = 0

}
и обозначим через L0, L1, . . . , Lp−1 сужения на подпространство V линейных операторов, за-
данных на всем пространстве C

r соответственно матрицами T0, T1, . . . , Tp−1.

Предложение 4. Пусть маска m масштабирующего уравнения (1.1) удовлетворяет
условиям

m(θ) = 1, m(δ1) = m(δ2) = . . . = m(δp−1) = 0,

и пусть ρ̂ [m] := ρ̂(L0, L1, . . . , Lp−1) < 1. Тогда функция ϕ, заданная по формуле (1.8), удовле-
творяет уравнению (1.1) и непрерывна на G.

Это предложение доказывается аналогично соответствующим результатам из § 2 и § 4 ра-
боты [8]; при этом оказывается, что ряд в (1.8) сходится равномерно на G (см. также § 5 в [9]).
Легко видеть, что при условиях предложения 4 функция ϕ имеет компактный носитель и
принадлежит пространству L2(G). При этом

pn−1−1∑
α=0

apα =
pn−1−1∑

α=0

apα+1 = . . . =
pn−1−1∑

α=0

apα+p−1 =
1
p
.

В приведенных ниже графических иллюстрациях заданные на [0,+∞) функции Φ, Φ̃ свя-
заны с масштабирующими функциями ϕ, ϕ̃ равенствами ϕ(x) = Φ[λ(x)], ϕ̃(x) = Φ̃[λ(x)] для
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Рис. 1. Функции Φ (слева) и Φ̃ (справа) из примера 1

почти всех x ∈ G (очевидно, определенное в разд. 1 отображение λ : G → [0,+∞) обратимо
почти всюду). Отметим также, что в примерах 1–3 разложения вида (1.8) выводятся из формул

ϕ̂(ω) =
∞∏

j=1

m(B−jω), ̂̃ϕ(ω) =
∞∏

j=1

m̃(B−jω) (2.5)

с помощью преобразования Фурье.
Пример 1. Пусть p = 2, n = ñ = 2 и маски масштабирующих функций ϕ, ϕ̃ имеют вид

m(ω) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1, ω ∈ U∗
2,0,

a, ω ∈ U∗
2,1,

0, ω ∈ U∗
2,2,

b, ω ∈ U∗
2,3,

m̃(ω) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1, ω ∈ U∗
2,0,

ã, ω ∈ U∗
2,1,

0, ω ∈ U∗
2,2,

b̃, ω ∈ U∗
2,3,

(2.6)

где aã + b̃b = 1. Если a = 0 или ã = 0, то класс U∗
1,1 является блокирующим множеством для

m или m̃, а в остальных случаях блокирующих множеств для масок m, m̃, m∗ не существует.
Предположим дополнительно, что |b| < 1 и |̃b| < 1. Тогда aã 
= 0, блокирующие множества от-
сутствуют и условие (2.4) выполнено для E = U∗. Кроме того, как в ортогональном случае [4],
имеет место разложение

ϕ(x) =
1
2

1U (A−1x)

(
1 + a

∞∑
j=0

bjW2j+1−1(A
−1x)

)

и аналогичное разложение верно для ϕ̃, причем обе функции ϕ, ϕ̃ непрерывны на G. Дей-
ствительно, указанные разложения для ϕ, ϕ̃ получаются непосредственно из (2.5) и (2.6), а из
примера 4.3 в [8] и замечания 3 в [9] видно, что ρ̂ [m] = |b|, ρ̂ [m̃] = |̃b|; следовательно, можно
применить предложение 4. Таким образом, если aã + b̃b = 1, |b| < 1, |̃b| < 1, то H-сдвиги
масштабирующих функций ϕ, ϕ̃ образуют биортонормированную систему в L2(G). Графики
функций Φ и Φ̃ для значений

a = −1.835358, b = −0.792570, ã = −0.332874, b̃ = −0.490884

изображены на рис. 1.
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Рис. 2. Функции Φ (слева) и Φ̃ (справа) из примера 2

Пример 2. Пусть p = 2, n = 3, ñ = 2, маска m̃ такая же, как (2.6), а маска m задана
равенствами

m(ω) = 1 для ω ∈ U∗
3,0, m(ω) = 1 для ω ∈ U∗

3,1,

m(ω) = b для ω ∈ U∗
3,2, m(ω) = c для ω ∈ U∗

3,3,

m(ω) = 0 для ω ∈ U∗
3,4, m(ω) = 0 для ω ∈ U∗

3,5,

m(ω) = β для ω ∈ U∗
3,6, m(ω) = γ для ω ∈ U∗

3,7.

Класс U∗
1,1 является блокирующим множеством для m, m̃, m∗ соответственно в следующих

случаях: 1) b = c = 0, 2) ã = 0, 3) bã = cã = 0. Кроме того, класс U∗
2,3 является блокирующим

множеством для m и m∗ при c = 0 и cã = 0 соответственно. Других блокирующих множеств
для m, m̃, m∗ не существует. Отметим, что в случае ã = 0, bc 
= 0 класс U∗

2,3 является блокиру-
ющим множеством для m∗ и не является блокирующим множеством для m, m̃. В соответствии
с (2.3) предположим, что

bã + βb̃ = cã + γb̃ = 1

(в частности, при b = 0, c = 1 имеем β = 1/ b̃, γ = (1 − ã)/ b̃ ). Блокирующие множества для
m, m̃, m∗ существуют, только если ã = 0 или c = 0. В случае cã 
= 0 условие (2.4) выполнено
для E = U∗

2,0 ∪ U∗
3,3 ∪ U∗

3,6. Согласно примерам 4.3 и 4.4 из [8] имеем ρ̂ [m] = |γ| и ρ̂ [m̃] = |̃b|.
Таким образом, если cã 
= 0, |γ| < 1 и |̃b| < 1, то H-сдвиги масштабирующих функций ϕ, ϕ̃
составляют биортонормированную систему в L2(G). Графики функций Φ и Φ̃ для значений

b = 1.201260, c = 1.166263, β = −0.367477, γ = −0.477955,

ã = 0.758916, b̃ = −0.240408

приведены на рис. 2.

Пример 3. Пусть p = 3, n = ñ = 2, а маски m, m̃ равны 1 на U∗
2,0, равны 0 на U∗

2,3 ∪U∗
2,6,

а на остальной части подгруппы U∗ заданы равенствами

m(ω) = a и m̃(ω) = ã для ω ∈ U∗
2,1, m(ω) = α и m̃(ω) = α̃ для ω ∈ U∗

2,2,

m(ω) = b и m̃(ω) = b̃ для ω ∈ U∗
2,4, m(ω) = β и m̃(ω) = β̃ для ω ∈ U∗

2,5,

m(ω) = c и m̃(ω) = c̃ для ω ∈ U∗
2,7, m(ω) = γ и m̃(ω) = γ̃ для ω ∈ U∗

2,8,
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Рис. 3. Функции ReΦ (слева) и Im Φ (справа) из примера 3

где параметры удовлетворяют условию

aã + b̃b + cc̃ = αα̃ + ββ̃ + γγ̃ = 1.

В случаях aã = αα̃ = 0, aã = cc̃ = 0, αα̃ = ββ̃ = 0 блокирующими множествами для мас-
ки m∗ соответственно являются U∗

1,1 ∪U∗
1,2, U

∗
1,1, U

∗
1,2. Условие (2.4) выполняется в следующих

трех случаях:

1) aã 
= 0, αα̃ 
= 0 и E = U∗;
2) aã 
= 0, ββ̃ 
= 0 и E = U∗

1,0 ∪ U∗
1,1 ∪ U∗

1,5;
3) cc̃ 
= 0, αα̃ 
= 0 и E = U∗

1,0 ∪ U∗
1,2 ∪ U∗

1,7.

Таким образом, если ρ̂ [m] < 1 и ρ̂ [m̃] < 1 (это условие при конкретных числовых значениях
параметров проверяется численно), то в указанных трех случаях H-сдвиги масштабирующих
функций ϕ, ϕ̃ составляют биортонормированную систему в L2(G). На рис. 3 и 4 изображены
действительные и мнимые части функций Φ и Φ̃ для следующих значений параметров:

a = 0.9, b = −0.295272, c = 0.403503, α = 0.9, β = 0.478760, γ = 0.144181,

ã = 0.9, b̃ = 0.037839, c̃ = 0.498566, α̃ = 0.9, β̃ = 0.270151, γ̃ = 0.420735.

Отметим, что для указанных значений параметров имеют место оценки ρ̂ [m] < 0.57 и
ρ̂ [m̃] < 0.65.

Определение 5. Пусть {Vj}, {Ṽj} — два КМА в L2(G). Будем говорить, что функции
ψ(ν) ∈ V1, ψ̃(ν) ∈ Ṽ1, ν = 1, . . . , p−1, образуют биортогональный набор всплесков относительно
пары {Vj}, {Ṽj}, если ψ(ν) ⊥ Ṽ0, ψ̃(ν) ⊥ V0 для всех ν = 1, . . . , p − 1 и(

ψ(ν)( · ⊕ h[α]), ψ̃
(κ)( · ⊕ h[β])

)
= δν,κ δα,β, ν, κ ∈ {1, . . . , p − 1}, α, β ∈ Z+.

Как обычно, черезM∗ обозначается матрица, сопряженная к матрицеM. Единичная мат-
рица порядка p обозначается Ep.

Теорема 2. Пусть КМА {Vj}, {Ṽj} соответственно порождены масштабирующими
функциями ϕ, ϕ̃ с масками m = m0, m̃ = m̃0 и системы {ϕ( ·�h) | h ∈ H}, {ϕ̃( ·�h) | h ∈ H}
являются биортонормированными. Если матрицы

M = {mν(ω + δk)}p−1
ν,k=0, M̃ = {m̃ν(ω + δk)}p−1

ν,k=0, (2.7)
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Рис. 4. Функции Re Φ̃ (слева) и Im Φ̃ (справа) из примера 3

где mν , m̃ν ∈ L2(U∗), для почти всех ω ∈ U∗ удовлетворяют условию

MM̃∗ = Ep, (2.8)

то функции ψ(ν), ψ̃(ν), ν = 1, . . . , p − 1, определенные равенствами

ψ̂(ν)(ω) = mν(B−1ω)ϕ̂(B−1ω), ̂̃
ψ(ν)(ω) = m̃ν(B−1ω) ̂̃ϕ(B−1ω), (2.9)

образуют биортогональный набор всплесков относительно пары {Vj}, {Ṽj}.
Аналоги теоремы 2 для пространств L2(Rd) и L2(R+) содержатся в [13, гл. 2] и [17]. При

p = 2 можно выбрать

m1(ω) = −w1(ω)m̃0(ω ⊕ δ1), m̃1(ω) = −w1(ω)m0(ω ⊕ δ1). (2.10)

Выполняя обратные преобразования Фурье и полагая ψ = ψ(1), ψ̃ = ψ̃(1), из формул (2.1), (2.9)
и (2.10) получим

ψ(x) = 2
2n−1∑
α=0

(−1)α ãα⊕1ϕ(Ax � h[α]), ψ̃(x) = 2
2ñ−1∑
α=0

(−1)α aα⊕1ϕ̃(Ax � h[α]).

Согласно (2.1) для полиномов m0 = m, m̃0 = m̃ справедливы равенства

m0(ω) =
p−1∑
k=0

W ∗
k (ω)A0k(W ∗

p (ω)), m̃0(ω) =
p−1∑
k=0

W ∗
k (ω)Ã0k(W ∗

p (ω)),

где

A0k(z) =
pn−1−1∑

l=0

ak+plz
l, Ã0k(z) =

pñ−1−1∑
l=0

ãk+plz
l, 0 ≤ k ≤ p − 1.

Пусть T — единичная окружность на комплексной плоскости C. Коэффициенты aα, ãα

в (2.1) выберем так, чтобы выполнялись условия

p

p−1∑
k=0

A0k(z)Ã0k(z) = 1, z ∈ T, (2.11)

и
p−1∑
k=0

A0k(1) =
p−1∑
k=0

Ã0k(1) = 1 (2.12)
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(легко видеть, что тогда m0(θ) = m̃0(θ) = 1). Предположим, что нам удалось найти алгебраи-
ческие полиномы Aνk(z), Ãνk(z), 1 ≤ ν, k ≤ p − 1, такие, что

p

p−1∑
k=0

Aνk(z)Ãκk(z) = δν,κ, 1 ≤ ν, κ ≤ p − 1, z ∈ T, (2.13)

и
p−1∑
k=0

Aνk(1) =
p−1∑
k=0

Ãνk(1) = 0, 1 ≤ ν ≤ p − 1. (2.14)

Положим тогда

mν(ω) =
p−1∑
k=0

W ∗
k (ω)Aνk(W ∗

p (ω)), m̃ν(ω) =
p−1∑
k=0

W ∗
k (ω)Ãνk(W ∗

p (ω)), 1 ≤ ν ≤ p − 1,

и образуем матрицы

M = {mν(ω ⊕ δk)}p−1
ν,k=0, M̃ = {m̃ν(ω ⊕ δk)}p−1

ν,k=0, D(ω) = {W ∗
ν (ω ⊕ δk)}p−1

ν,k=0.

Легко видеть, что
M = A(W ∗

p (ω))D(ω), M̃ = Ã(W ∗
p (ω))D(ω), (2.15)

где A(z) = {Aνk(z)}p−1
ν,k=0, Ã(z) = {Ãνk(z)}p−1

ν,k=0. Поскольку матрица p−1/2D(ω) унитарна,
из (2.15) имеем

MM̃∗ = pA(W ∗
p (ω))Ã∗(W ∗

p (ω)) (2.16)

или, подробнее,

p−1∑
k=0

mν(ω ⊕ δk)m̃κ(ω ⊕ δk) = p

p−1∑
k=0

Aνk(W ∗
p (ω))Ãκk(W ∗

p (ω)), 1 ≤ ν, κ ≤ p − 1.

Из формул (2.13), (2.14) и (2.16) видно, что для матриц (2.15) условия (2.8) выполнены;
кроме того, mν(θ) = 0, m̃ν(θ) = 0 для ν = 1, . . . , p − 1.

Пример 4. Пусть p = 3, n = ñ = 2. Коэффициенты масок m = m0, m̃ = m̃0 определим
с помощью формул (1.5) по параметрам a, α, . . . , γ̃ таким образом, что системы {ϕ( · � h) |
h ∈ H}, {ϕ̃( · � h) | h ∈ H} являются биортонормированными в L2(G) (см. пример 3). Напом-
ним, что

aã + b̃b + cc̃ = αα̃ + ββ̃ + γγ̃ = 1. (2.17)

Поскольку b0 = b̃0 = 1, то из (1.7) и (2.17) имеем

8∑
α=0

aαãα =
1
3
.

Кроме того, в рассматриваемом случае

A00(z) = a0 + a3z + a6z
2, A01(z) = a1 + a4z + a7z

2, A02(z) = a2 + a5z + a8z
2,

Ã00(z) = ã0 + ã3z + ã6z
2, Ã01(z) = ã1 + ã4z + ã7z

2, Ã02(z) = ã2 + ã5z + ã8z
2.
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Следовательно, для всех z ∈ T

3∑
k=0

A0k(z)Ã0k(z) =
1
3

+ (a0ã3 + a1ã4 + a2ã5)z + (ã0a3 + ã1a4 + ã2a5)z + (a0ã6 + a1ã7 + a2ã8)z2 +

+ (ã0a6 + ã1a7 + ã2a8)z2 + (a3ã6 + a4ã7 + a5ã8)zz2 + (ã3a6 + ã4a7 + ã5a8)zz2.

Отсюда получаем, что условие (2.11) выполняется в том и только том случае, когда

a + α + (α̃ + d)ε3 + (ã + d̃ )ε2
3 = ã + α̃ + (α + d̃ )ε3 + (a + d)ε2

3 = 0,

a + α + (ã + d̃ )ε3 + (α̃ + d)ε2
3 = ã + α̃ + (a + d)ε3 + (α + d̃ )ε2

3 = 0,

d + d̃ + (a + ã)ε3 + (α + α̃)ε2
3 = 0,

где d = aα̃ + bβ̃ + cγ̃, d̃ = ãα + b̃β + c̃γ (ср. с алгоритмами построения всплесков в [13, § 2.6;
18–20]).

Замечание 1. По аналогии с теоремой 2.7.5 из [13] можно сформулировать условия, при
выполнении которых функции ψ(ν), ψ̃(ν), ν = 1, . . . , p − 1, определенные по формулам (2.9),
порождают фреймы или базисы Рисса в L2(G). Например, достаточно предположить, что
ρ̂ [m] = ρ̂ [m̃] = 0; тогда для масштабирующих функций ϕ, ϕ̃ в разложениях вида (1.8) имеется
только конечное число ненулевых коэффициентов, а их преобразования Фурье ϕ̂, ̂̃ϕ имеют
компактные носители (см. [10, предложение 2]). В этом случае при выполнении равенств (2.2),
условий (2.8) и

mν(θ) = 0, m̃ν(θ) = 0, ν = 1, . . . , p − 1,

каждая из систем
{
ψ

(ν)
j,h

}
,
{
ψ̃

(ν)
j,h

}
является фреймом в L2(G). Если при этом системы {ϕ( ·�h) |

h ∈ H}, {ϕ̃( · � h) | h ∈ H} являются биортонормированными, то функции ψ(ν), ψ̃(ν), ν =
= 1, . . . , p − 1, образуют биортогональный набор всплесков относительно пары {Vj}, {Ṽj} и
каждая из систем

{
ψ

(ν)
j,h

}
,
{
ψ̃

(ν)
j,h

}
является базисом Рисса в L2(G).

Замечание 2. Приведенные в примерах 1 и 2 графические иллюстрации даны для значе-
ний параметров, максимизирующих пиковое отношение сигнал–шум при сжатии изображений
Lena и Bridge по методике, изложенной в [21] применительно к ортогональным двоичным
всплескам.

Автор благодарит А.Ю. Максимова и С.А. Строганова за написание компьютерных про-
грамм и построение графиков.
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