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Ó÷åáíîå ïîñîáèå ñîñòîèò èç òðåõ ãëàâ è ñîäåðæèò íà÷àëüíûå ñâåäåíèÿ ïî
ñëåäóþùèì òåìàì:

� ðÿäû è ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå;

� ïðåîáðàçîâàíèå Ãàáîðà;

� íåïðåðûâíûå è äèñêðåòíûå âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ;

� êëàññè÷åñêèå îðòîãîíàëüíûå ñèñòåìû (Õààðà, Óîëøà, Ðàäåìàõåðà, Ëå-
æàíäðà è äð.);

� âåéâëåòû Õààðà, Äîáåøè, Ìåéåðà, Êîòåëüíèêîâà � Øåííîíà, Áàòëà �
Ëåìàðüå è Ëýíãà;

� íàèëó÷øèå ïðèáëèæåíèÿ â ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ;

� äèñêðåòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Óîëøà è Âèëåíêèíà � Êðåñòåíñîíà;

� ìóëüòèïëèêàòèâíûå ñèñòåìû;

� êðàòíîìàñøòàáíûé p-àíàëèç íà ïîëóïðÿìîé.

Íàðÿäó ñ òðàäèöèîííûìè ìàòåðèàëàìè ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû èç
íåäàâíèõ æóðíàëüíûõ ïóáëèêàöèé î âåéâëåòàõ, à òàêæå óïðàæíåíèÿ è çà-
äàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû. Îñíîâíàÿ öåëü äàííîãî ïîñîáèÿ � ïîäãî-
òîâèòü ñòóäåíòîâ ê èçó÷åíèþ ñîâðåìåííîé ëèòåðàòóðû ïî ïðèìåíåíèÿì ðÿ-
äîâ Ôóðüå è âåéâëåòîâ äëÿ àíàëèçà ñèãíàëîâ, êîäèðîâàíèÿ èçîáðàæåíèé è â
êîìïüòåðíîé ãðàôèêå.

Áèáëèîãðàôèÿ: 30 íàèìåíîâàíèé.
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Ãëàâà 1. Ðÿäû Ôóðüå â ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ

� 1. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâàõ

Ïóñòü X � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì R (èëè C) c íóëåâûì ýëåìåí-
òîì θ. Ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì â X íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ, îòîáðàæàþùàÿ
X ×X â R (èëè â C), îáîçíà÷àåìàÿ (· , ·) è îáëàäàþùàÿ ñëåäóþùèìè ñâîé-
ñòâàìè:

1) äëÿ âñåõ x1, x2, y ∈ X è âñåõ α1, α2 ∈ R (èëè C)

(α1x1 + α2x2, y) = α1(x1, y) + α2(x2, y)

(ëèíåéíîñòü ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó);

2) (y, x) = (x, y) äëÿ âñåõ x, y ∈ X (ýðìèòîâñêàÿ ñèììåòðè÷íîñòü, â
âåùåñòâåííîì ñëó÷àå � îáû÷íàÿ ñèììåòðè÷íîñòü: (y, x) = (x, y));

3) (x, x) ≥ 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ X, ïðè÷åì (x, x) = 0 ⇔ x = θ (ïîëîæèòåëü-
íàÿ îïðåäåëåííîñòü).

Èç ñâîéñòâ 1) è 2) ñëåäóþò ðàâåíñòâà

(x, α1y1 + α2y2) = (x, α1y1) + (x, α2y2) è (x, αy) = ᾱ(x, y).

Â ïðîèçâîëüíîì ïðîñòðàíñòâå ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì èìååò ìåñòî
íåðàâåíñòâî Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî

| (x, y) |2 ≤ (x, x)(y, y).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî íåðàâåíñòâà (ïðè y 6= θ) äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü

α = −(x, y)

(y, y)

è, âûïîëíèâ ïðåîáðàçîâàíèÿ

(x+ αy, x+ αy) = (x, x) + ᾱ(x, y) + α(y, x) + |α|2(y, y) =

= (x, x)− |(x, y)|2

(y, y)
− |(x, y)|2

(y, y)
+
|(x, y)|2

(y, y)
,

çàìåòèòü, ÷òî

(x, x)(y, y)− |(x, y)|2 = (y, y)(x+ αy, x+ αy) ≥ 0.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî íåðàâåíñòâî Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî
òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà x è y ïðîïîðöèîíàëüíû.

Ïðèâåäåì ïðèìåðû ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé â íåêîòîðûõ ëèíåéíûõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ.
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1. Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî Rn:

(x, y) =
n∑
k=1

xkyk.

2. Ïðîñòðàíñòâî l2 ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé êîìïëåêñíûõ ÷èñåë x = {xk}∞k=1,
äëÿ êîòîðûõ

∑∞
k=1 |x|2 < +∞:

(x, y) =
∞∑
k=1

xkȳk.

3. Ïðîñòðàíñòâî l2(Z) áåñêîíå÷íûõ â îáå ñòîðîíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë x = {xk}k∈Z, äëÿ êîòîðûõ

∑
k∈Z |x|2 < +∞:

(x, y) =
∑
k∈Z

xkȳk.

4. Ïðîñòðàíñòâî L2[a, b] èçìåðèìûõ ôóíêöèé f : [a, b] → C, äëÿ êîòîðûõ∫ b
a | f(t)|2 dt < +∞:

(f, g) =

∫ b

a

f(t)g(t) dt.

5. Ïðîñòðàíñòâî L2(R) èçìåðèìûõ ôóíêöèé f : R → C, äëÿ êîòîðûõ∫
R | f(t)|2 dt < +∞:

(f, g) =

∫
R
f(t)g(t) dt.

Îáîçíà÷åíèÿ l2, l2(Z), L2[a, b], L2(R) ïðèìåíÿþòñÿ è äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ
ïðîñòðàíñòâ âåùåñòâåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èëè ôóíêöèé (òîãäà â ñêà-
ëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèÿõ ÷åðòà íå ñòàâèòñÿ). Íàïîìíèì, ÷òî â ïðîñòðàíñòâàõ
L2[a, b] è L2(R) ôóíêöèè, ñîâïàäàþùèå ïî÷òè âñþäó, îòîæäåñòâëÿþòñÿ.

� 2. Îðòîãîíàëüíûå ñèñòåìû è ìèíèìàëüíîå ñâîéñòâî
êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå

Ïóñòü X � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî (âåùåñòâåííîå èëè êîìïëåêñíîå) ñî ñêà-
ëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (· , ·) è íóëåâûì ýëåìåíòîì θ. Íîðìà âX îïðåäåëÿåòñÿ
ðàâåíñòâîì

||x|| =
√

(x, x),

à ðàññòîÿíèå ìåæäó x, y ∈ X âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

d(x, y) = ||x− y||.
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Ñõîäèìîñòü â X îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñõîäèìîñòü ïî íîðìå:

lim
n→∞

xn = x0 ⇔ lim
n→∞

||xn − x0|| = 0.

Îòíîñèòåëüíî ýòîé ñõîäèìîñòè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íåïðåðûâíî: åñëè
xn → x0 è yn → y0, òî (xn, yn) → (x0, y0). Ýòî ñâîéñòâî ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâ

|(xn, yn)− (x0, y0)| ≤ |(xn, yn − y0)|+ |(xn − x0, y0)| ≤
≤ ||xn|| || yn − y0 ||+ ||xn − x0 || || yn ||

è îãðàíè÷åííîñòè ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}.
Ýëåìåíòû x, y ∈ X íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè, åñëè (x, y) = 0.

Ïóñòü {ϕk} � êîíå÷íàÿ èëè ñ÷åòíàÿ ñèñòåìà ýëåìåíòîâ â X. Ñèñòåìà {ϕk}
íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé â X, åñëè åå ýëåìåíòû ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû, ò.å.

(ϕk, ϕl) = 0 äëÿ k 6= l.

Ñèñòåìà {ϕk} íàçûâàåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííîé â X, åñëè îíà îðòîãîíàëüíà è
íîðìû âñåõ ýëåìåíòîâ ýòîé ñèñòåìû ðàâíû 1. Èíà÷å ãîâîðÿ,

({ϕk} − îðòîíîðìèðîâàíà â X) ⇔ (ϕk, ϕl) = δk,l,

ãäå δk,l � ñèìâîë Êðîíåêåðà, ò.å.

δk,l =

{
1, åñëè k = l,
0, åñëè k 6= l.

Íàïîìíèì, ÷òî ñèñòåìà èç n ýëåìåíòîâ ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn, ëèíåéíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà X íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìîé, åñëè ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ýòèõ
ýëåìåíòîâ

α1ϕ1 + α2ϕ2 + · · ·+ αnϕn

ðàâíà íóëåâîìó ýëåìåíòó θ òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà âñå êîýôôèöèåíòû
ýòîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè íóëè. Èíà÷å ãîâîðÿ, ñèñòåìà ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn ëèíåé-
íî íåçàâèñèìà, åñëè âåðíà èìïëèêàöèÿ:

(α1ϕ1 + α2ϕ2 + · · ·+ αnϕn = θ) ⇒ (α1 = α2 = · · · = αn = 0).

Â áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå X ñ÷åòíàÿ ñèñòåìà {ϕk} íàçûâàåòñÿ ëè-
íåéíî íåçàâèñèìîé, åñëè ëþáàÿ åå êîíå÷íàÿ ïîäñèñòåìà ëèíåéíî íåçàâèñèìà.

Ïðåäëîæåíèå 1. Åñëè ñèñòåìà {ϕk} îðòîãîíàëüíà â X è íå ñîäåðæèò
íóëåâîãî ýëåìåíòà, òî ñèñòåìà {ϕk} ëèíåéíî íåçàâèñèìà. Â ÷àñòíîñòè,
ëþáàÿ îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà ëèíåéíî íåçàâèñèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåêîòîðàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ n
ïåðâûõ ýëåìåíòîâ äàííîé ñèñòåìû {ϕk} ðàâíà íóëåâîìó ýëåìåíòó ïðîñòðàí-
ñòâà X:

α1ϕ1 + α2ϕ2 + · · ·+ αnϕn = θ. (1)
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Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (1) ïîñëåäîâàòåëüíî íà ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn, ïîëó÷èì

αj(ϕj, ϕj) = 0 äëÿ 1 ≤ j ≤ n.

Òàê êàê (ϕj, ϕj) > 0, òî α1 = α2 = · · · = αn = 0. Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà
{ϕk} ëèíåéíî íåçàâèñèìà.

2

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü {ϕk} � îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà â X, íå ñîäåð-
æàùàÿ íóëåâîãî ýëåìåíòà. Åñëè íåêîòîðûé ýëåìåíò x ∈ X ïðåäñòàâèì â
âèäå ðÿäà

x =
∞∑
k=1

ckϕk,

òî êîýôôèöèåíòû ck îïðåäåëÿþòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïî ôîðìóëå

ck =
(x, ϕk)

(ϕk, ϕk)
. (2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü n, k ∈ N. Èç ôîðìóëû

sn =
n∑
j=1

cjϕj

ïðè n > k èìååì

(sn, ϕk) =
n∑
j=1

cj(ϕj, ϕk) = ck(ϕk, ϕk).

Ïîëàãàÿ n → ∞ è ïîëüçóÿñü íåïðåðûâíîñòüþ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ïî-
ëó÷àåì (x, ϕk) = ck(ϕk, ϕk).

2

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà x ∈ X êîýôôèöèåíòû ck, îïðåäåëåííûå ïî
ôîðìóëå (2), íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå ýëåìåíòà x ïî îðòîãîíàëü-
íîé ñèñòåìå {ϕk}. Îòìåòèì, ÷òî

(ϕk, ϕk) = ||ϕk||2 > 0 è (x, ϕk) = ck||ϕk||2. (3)

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü x ∈ X. Äëÿ ëþáûõ n ÷èñåë a1, a2, . . . , an ñïðà-
âåäëèâî òîæäåñòâî

||x−
n∑
k=1

akϕk||2 = ||x||2 −
n∑
k=1

| ck|2||ϕk||2 +
n∑
k=1

| ak − ck|2||ϕk||2, (4)

ãäå ck � êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ýëåìåíòà x ïî ñèñòåìå {ϕk}.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñëó÷àå âåùåñòâåííîãî ïðîñòðàíñòâà X äëÿ ïðîèç-
âîëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë a1, a2, . . . , an, ïîëüçóÿñü (3), èìååì(

x−
n∑
k=1

akϕk, x−
n∑
k=1

akϕk

)
= ||x||2 − 2

n∑
k=1

ak(x, ϕk) +
n∑
k=1

a2
k||ϕk||2 =

= ||x||2 +
n∑
k=1

(a2
k − 2akck)||ϕk||2 = ||x||2 +

n∑
k=1

(ak − ck)
2||ϕk||2 −

n∑
k=1

c2k||ϕk||2.

Ïóñòü òåïåðü ïðîñòðàíñòâîX êîìïëåêñíîå. Òîãäà äëÿ ëþáûõ êîìïëåêñíûõ
÷èñåë a1, a2, . . . , an èìååì(

x−
n∑
k=1

akϕk, x−
n∑
k=1

akϕk

)
=

= (x, x)−
n∑
k=1

āk(x, ϕk)−
n∑
k=1

ak(ϕk, x) +
n∑
k=1

| ak|2(ϕk, ϕk).

Ïðåîáðàçóåì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâ (3) è ôîðìóë

(ϕk, x) = (x, ϕk) = c̄k||ϕk||2,

| ak − ck|2 = (ak − ck)(āk − c̄k) = | ak|2 − akc̄k − ākck + | ck|2.
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

||x−
n∑
k=1

akϕk||2 = (x, x)−
n∑
k=1

ākck||ϕk||2 −
n∑
k=1

akc̄k||ϕk||2 +
n∑
k=1

| ak|2||ϕk||2 =

= ||x||2 −
n∑
k=1

| ck|2||ϕk||2 +
n∑
k=1

| ak − ck|2||ϕk||2.

2

Íåïîñðåäñòâåííî èç òîæäåñòâà (4) âûâîäèòñÿ ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 4. Äëÿ ëþáîãî x ∈ X ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

min
a1,...,an

||x−
n∑
k=1

akϕk||2 = ||x−
n∑
k=1

ckϕk||2 = ||x||2 −
n∑
k=1

| ck|2||ϕk||2, (5)

ãäå ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ òîëüêî òîãäà, êîãäà ak = ck äëÿ 1 ≤ k ≤ n.

Ôîðìóëà (5) âûðàæàåò ìèíèìàëüíîå ñâîéñòâî êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå.
Ðàññòîÿíèå îò ýëåìåíòà x äî ïðîèçâîëüíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà L ïðîñòðàí-

ñòâà X îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

dist (x, L) = inf
y∈L

||x− y||.
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Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà, íàòÿíóòàÿ íà âåêòîðû ϕ1, . . . , ϕn, ñîñòîèò èç âñåâîç-
ìîæíûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ýòèõ âåêòîðîâ è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì
span {ϕ1, . . . , ϕn}. Ñîãëàñíî (5) äëÿ ëþáîãî x ∈ X èìååì

dist (x,Ln) = ||x−
n∑
k=1

ckϕk||, (6)

ãäå Ln = span {ϕ1, . . . , ϕn}. Îòìåòèì, ÷òî âåêòîðû ϕ1, . . . , ϕn îáðàçóþò îðòî-
ãîíàëüíûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Ln.
Çàìå÷àíèå 1. Â ïðîèçâîëüíîì ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå X ñî ñêàëÿðíûì

ïðîèçâåäåíèåì îò ëþáîé ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ñèñòåìû {gk} ìîæíî ïåðåé-
òè ê îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìå {ek} ñ ïîìîùüþ ïðîöåññà îðòîãîíàëèçàöèè
Øìèäòà. Ïîëîæèì

ϕ1 = g1, e1 = ϕ1/||ϕ1 ||.
Äàëåå ïîëàãàåì

ϕ2 = g2 − (g2, e1)e1, e2 = ϕ2/||ϕ2 ||.
Âîîáùå, åñëè ýëåìåíòû e1, e2, . . . , ek óæå íàéäåíû, òî ñëåäóþùèé ýëåìåíò ek+1
îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóë

ϕk+1 = gk+1 −
k∑
j=1

(gk+1, ej)ej, ek+1 = ϕk+1/||ϕk+1 ||.

Ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå ñèñòåìà {ek} óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:
1) ñèñòåìà {ek} îðòîíîðìèðîâàíà â X;
2) êàæäûé ýëåìåíò ek ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ïåðâûõ k ýëåìåíòîâ

äàííîé ñèñòåìû:
ek = αk1g1 + · · ·+ αkkgk, αkk 6= 0;

3) êàæäûé ýëåìåíò gk ïðåäñòàâèì â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ýëåìåíòîâ
e1, . . . , ek:

gk = βk1e1 + · · ·+ βkkek, βkk 6= 0.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì ëèíåéíûå îáîëî÷êè ñèñòåì {e1, . . . , ek} è
{g1, . . . , gk} ñîâïàäàþò:

span {e1, . . . , ek} = span {g1, . . . , gk}, k ∈ N,

è óñëîâèÿìè 1) � 3) êàæäûé ýëåìåíò ñèñòåìû {ek} îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî
ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ, ìîäóëü êîòîðîãî ðàâåí åäèíèöå.

Óïðàæíåíèå. Ïðîâåäèòå ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè ñèñòåìû 1, t, t2, t3 â
ïðîñòðàíñòâå L2[−1, 1].
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� 3. Êðèòåðèè ïîëíîòû îðòîãîíàëüíûõ ñèñòåì

Ïóñòü {ϕk} � ñèñòåìà ýëåìåíòîâ â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå X. Ñè-
ñòåìà {ϕk} íàçûâàåòñÿ ïîëíîé â X, åñëè äëÿ ëþáîãî x ∈ X è ëþáîãî ε > 0
ñóùåñòâóåò ýëåìåíò y ∈ X òàêîé, ÷òî:

1) ýëåìåíò y ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ýëå-
ìåíòîâ ñèñòåìû {ϕk},

2) ýëåìåíò y óäàëåí îò x íà ðàññòîÿíèå, ìåíüøåå ε: ‖x− y‖ < ε.

Óñëîâèÿ 1) è 2) îçíà÷àþò, ÷òî çàìûêàíèå ëèíåéíîé îáîëî÷êè ñèñòåìû {ϕk}
ñîâïàäàåò ñ ïðîñòðàíñòâîìX. Íàïðèìåð, òåîðåìà Âåéåðøòðàññà îá àïïðîêñè-
ìàöèÿõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ìíîãî÷ëåíàìè (íåñêîëüêî äîêàçàòåëüñòâ ýòîé
òåîðåìû ñì. â [5]) óòâåðæäàåò, ÷òî ñèñòåìà ñòåïåíåé 1, t, t2, . . . ÿâëÿåòñÿ ïîë-
íîé â ïðîñòðàíñòâå C[a, b].

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî X � ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì,
à ñèñòåìà {ϕk} îðòîãîíàëüíà â X è íå ñîäåðæèò íóëåâîãî ýëåìåíòà. Èç ìèíè-
ìàëüíîãî ñâîéñòâà êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ñëåäóåò, ÷òî ñèñòåìà {ϕk} ïîëíà â
X òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëþáîé ýëåìåíò x ∈ X ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä Ôóðüå
ïî ýòîé ñèñòåìå:

x =
∞∑
k=1

ckϕk,

ãäå êîýôôèöèåíòû ck îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå (2.2).

Ïóñòü x ∈ X. Èç ïðåäëîæåíèÿ 4 äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî n èìååì
n∑
k=1

| ck|2||ϕk||2 ≤ ||x||2.

Ïîëàãàÿ n→∞, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî Áåññåëÿ

∞∑
k=1

| ck|2||ϕk||2 ≤ ||x||2. (1)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ X ðÿä â ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà
(1) ñõîäèòñÿ è ñóììà ýòîãî ðÿäà íå ïðåâîñõîäèò ||x||2. Îòñþäà âèäíî, ÷òî
| ck| ||ϕk|| → 0 ïðè k →∞ äëÿ ëþáîãî x ∈ X.

Ïðåäëîæåíèå 5. Îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà {ϕk} ïîëíà â X òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ X èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
Ïàðñåâàëÿ

∞∑
k=1

| ck|2||ϕk||2 = ||x||2. (2)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ 5 äîñòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ òîæäåñòâîì

||x−
n∑
k=1

ckϕk||2 = ||x||2 −
n∑
k=1

| ck|2||ϕk||2
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è íåðàâåíñòâîì Áåññåëÿ (1).

Ïðåäëîæåíèå 6. Îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà {ϕk} ïîëíà â X òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ëþáûå ýëåìåíòû x, y ∈ X óäîâëåòâîðÿþò îáîáùåí-
íîìó óðàâíåíèþ çàìêíóòîñòè

(x, y) =
∞∑
k=1

ck(x)ck(y)||ϕk||2, (3)

ãäå

ck(x) =
(x, ϕk)

||ϕk||2
, ck(y) =

(y, ϕk)

||ϕk||2
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè y = x èç óðàâíåíèÿ (3) ïîëó÷àåò-
ñÿ ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ (2), à çíà÷èò (ïî ïðåäëîæåíèþ 5) è ïîëíîòà ñèñòåìû
{ϕk}. Îáðàòíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà {ϕk} ïîëíà â X.
Äëÿ ëþáîãî n ∈ N èç ôîðìóëû

sn =
n∑
k=1

ck(x)ϕk

èìååì

(sn, y) =
n∑
k=1

ck(x)(ϕk, y) =
n∑
k=1

ck(x)(y, ϕk) =
n∑
k=1

ck(x)ck(y)||ϕk||2

è îñòàåòñÿ ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïðè n→∞.

2

Ïðèâåäåì êðèòåðèé ïîëíîòû îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìû â ïðîèçâîëüíîì
ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. Íàïîìíèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâà l2 è L2[a, b] ãèëü-
áåðòîâû.

Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, ò.å. ïîëíîå áåñêîíå÷íîìåðíîå ñåïà-
ðàáåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì. Âîçüìåì â H îðòî-
íîðìèðîâàííóþ ñ÷åòíóþ ñèñòåìó {ek}. Êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ïðîèçâîëüíîãî
ýëåìåíòà x ∈ H ïî ñèñòåìå {ek} ñîâïàäàþò ñî ñêàëÿðíûìè ïðîèçâåäåíèÿ-
ìè (x, ek). Ñîîòâåòñòâåííî, n-ÿ ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ðÿäà Ôóðüå çàïèñûâàåòñÿ â
âèäå

sn =
n∑
k=1

(x, ek)ek.

Ïî ïðåäëîæåíèþ 5,

lim
n→∞

||x− sn|| = 0 ⇔
∞∑
k=1

|(x, ek)|2 = ||x||2.
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Ïðåäëîæåíèå 7. Îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà {ek} ïîëíà â H òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà â H íå ñóùåñòâóåò íåíóëåâîãî ýëåìåíòà, îðòîãîíàëü-
íîãî âñåì ýëåìåíòàì ñèñòåìû {ek}.
Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ýëåìåíò x 6= θ, òà-

êîé, ÷òî
(x, ek) = 0 äëÿ âñåõ k ∈ N.

Òîãäà ýëåìåíò x íå ðàçëîæèì â ðÿä Ôóðüå, òàê êàê

∞∑
k=1

(x, ek)ek = θ 6= x.

2. Ïóñòü òåïåðü ñèñòåìà {ek} òàêîâà, ÷òî âåðíà èìïëèêàöèÿ:

(y ∈ H) ∧ ((y, ek) = 0 äëÿ âñåõ k ∈ N) ⇒ (y = θ). (4)

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíî x ∈ H è îáîçíà÷èì

ak = (x, ek), k ∈ N.

Äëÿ ëþáûõ m,n ∈ N, m > n, èìååì

|| sm− sn||2 = (sm− sn, sm− sn) =

(
m∑

j=n+1

ajej,

m∑
k=n+1

akek

)
=

m∑
k=n+1

| ak|2. (5)

Ïî íåðàâåíñòâó Áåññåëÿ
∞∑
k=1

| ak|2 ≤ || x||2. (6)

Èç (5) è (6) ïî êðèòåðèþ Êîøè ñõîäèìîñòè ðÿäà ïîëó÷àåì

|| sm − sn||2 → 0 ïðè m,n→∞,

ò.å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {sn} ôóíäàìåíòàëüíà. Â ñèëó ïîëíîòû ïðîñòðàíñòâà
H ñóùåñòâóåò ýëåìåíò x′ ∈ H òàêîé, ÷òî

lim
n→∞

||x′ − sn|| = 0,

ò.å.

x′ =
∞∑
k=1

(x, ek)ek.

Äîêàæåì, ÷òî x = x′. Â ñèëó (4) äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî

(x′ − x, ek) = 0 äëÿ âñåõ k ∈ N. (7)

Äëÿ ëþáûõ n, k ∈ N, n > k, èìååì

(sn, ek) =

(
n∑
j=1

ajej, ek

)
= ak(ek, ek) = ak = (x, ek)
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è, çíà÷èò,

(x′ − x, ek) = (x′, ek)− (x, ek) = (x′, ek)− (sn, ek) = (x′ − sn, ek).

Îòñþäà, ïîëàãàÿ n → ∞ è ïîëüçóÿñü ñâîéñòâîì íåïðåðûâíîñòè ñêàëÿðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ, ïîëó÷àåì (7).

2

Èç ïðåäëîæåíèÿ 7 ñëåäóåò, ÷òî îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà {ϕk} ïîëíà â H òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âH íå ñóùåñòâóåò íåíóëåâîãî ýëåìåíòà, îðòîãîíàëü-
íîãî âñåì ýëåìåíòàì ñèñòåìû {ϕk} (äåéñòâèòåëüíî, ïîëíîòà ñèñòåìû {ϕk}
ðàâíîñèëüíà ïîëíîòå îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìû {ek}, ãäå ek = ϕk/||ϕk||).

Ïðåäëîæåíèÿ 5 è 7 ñóùåñòâåííî äîïîëíÿåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà Ðèññà � Ôèøåðà. Ïóñòü {ek} � ïðîèçâîëüíàÿ îðòîíîðìèðî-
âàííàÿ ñèñòåìà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H è ïóñòü ÷èñëà a1, a2, . . .
òàêîâû, ÷òî ðÿä

∑∞
k=1 | ak|2 ñõîäèòñÿ.Òîãäà ñóùåñòâóåò ýëåìåíò x ∈ H

òàêîé, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ak} ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ êî-
ýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ýòîãî ýëåìåíòà, ò.å. ak = (x, ek) äëÿ âñåõ k ∈ N, è
ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

∞∑
k=1

| ak|2 = ||x||2.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ïðèâîäèòñÿ â ó÷åáíèêàõ ïî ôóíêöèîíàëüíî-
ìó àíàëèçó (ñì., íàïðèìåð, [10]).

� 4. Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ýëåìåíòà íàèëó÷øåãî
ïðèáëèæåíèÿ â ïðîèçâîëüíîì ïîäïðîñòðàíñòâå

ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà

Ïîäïðîñòðàíñòâîì ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî
L ⊂ H òàêîå, ÷òî âûïîëíåíû äâà ñâîéñòâà:

1) äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ x, y èç L è ëþáûõ ÷èñåë α, β ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ
αx+ βy ïðèíàäëåæèò L (ñâîéñòâî ëèíåéíîñòè) ;

2) åñëè xn ∈ L è xn → x0 ïðè n→∞, òî x0 ∈ L (ñâîéñòâî çàìêíóòîñòè).

Ïóñòü L � ïðîèçâîëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H
è ïóñòü x ∈ H \ L. Åñëè L êîíå÷íîìåðíî è èçâåñòåí êàêîé-íèáóäü áàçèñ
g1, g2, . . . , gn ýòîãî ïîäïðîñòðàíñòâà , òî ìåòîäîì îðòîãîíàëèçàöèè Øìèä-
òà (ñì. çàìå÷àíèå 1) ìîæíî ïîñòðîèòü â L îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ
e1, e2, . . . , en è äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàññòîÿíèÿ îò x äî L ïðèìåíèòü ôîðìóëó

dist (x,L) = ||x−
n∑
k=1

(x, ek) ek||, (1)
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êîòîðàÿ ñëåäóåò èç ìèíèìàëüíîãî ñâîéñòâà êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå. Â îáùåì
ñëó÷àå (ïðîñòðàíñòâî L ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íîìåðíûì) ýëåìåíò ŷ ∈ L, äëÿ
êîòîðîãî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

dist (x,L) = ||x− ŷ||, (2)

íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòîì íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ ýëåìåíòà x ïîäïðîñòðàí-
ñòâîì L. Ïîëüçóÿñü òîæäåñòâîì ïàðàëëåëîãðàììà

||x+ y||2 + ||x− y||2 = 2(||x||2 + || y||2), (3)

äîêàæåì ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 8. Äëÿ ëþáîãî x ∈ H \ L ýëåìåíò íàèëó÷øåãî ïðèáëè-
æåíèÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì L ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì d = dist (x,L). Äëÿ ëþáîãî n ∈ N ñóùå-
ñòâóåò yn ∈ L òàêîé, ÷òî

d2 ≤ ||x− yn||2 ≤ d2 +
1

n
. (4)

Ñîãëàñíî (3) èìååì

|| (x− ym) + (x− yn)||2 + || (x− ym)− (x− yn)||2 = 2(||x− ym||2 + ||x− yn||2)
èëè

|| ym − yn||2 = 2(||x− ym||2 + ||x− yn||2)− 4||x− (ym + yn)/2||2. (5)

Ïîñêîëüêó (1/2)(ym + yn) ∈ L, òî
||x− (ym + yn)/2||2 ≥ d2.

Ó÷èòûâàÿ (4) è (5), èìååì

|| ym − yn||2 ≤ 2

((
d2 +

1

n

)
+

(
d2 +

1

m

))
− 4 d2 = 2

(
1

n
+

1

m

)
.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yn} ôóíäàìåíòàëüíà. Â ñèëó ïîëíî-
òû H è çàìêíóòîñòè ïîäïðîñòðàíñòâà L ñóùåñòâóåò ýëåìåíò ŷ òàêîé, ÷òî

ŷ ∈ L è ŷ = lim
n→∞

yn.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â (4), ïîëó÷èì

||x− ŷ|| = lim
n→∞

||x− yn|| = d.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò åùå îäèí ýëåìåíò y0 ∈ L òàêîé, ÷òî ||x−y0|| =
d. Òîãäà ïî òîæäåñòâó ïàðàëëåëîãðàììà àíàëîãè÷íî (5) èìååì

4 d2 = 2(||x−ŷ||2+||x−y0||2) = ||ŷ−y0||2+4||x−(ŷ+y0)/2||2 ≥ ||ŷ−y0||2+4 d2

è, ñëåäîâàòåëüíî, ||ŷ − y0|| = 0, ŷ = y0.

2
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� 5. Íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå êàê ïðîåêöèÿ

Ïóñòü L � ïîäïðîñòðàíñòâî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H è ïóñòü x ∈ H.
Îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèåé ýëåìåíòà x íà ïîäïðîñòðàíñòâî L íàçûâàåòñÿ ýëå-
ìåíò y∗ ∈ L òàêîé, ÷òî

(x− y∗, y) = 0 äëÿ âñåõ y ∈ L (1)

(îáîçíà÷åíèå: prLx = y∗). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè x ∈ L, òî ïðîåêöèÿ y∗ ñîâïà-
äàåò ñ ýëåìåíòîì x. Äëÿ îñòàëüíûõ ýëåìåíòîâ èç H îðòîãîíàëüíûå ïðîåêöèè
õàðàêòåðèçóþòñÿ ñëåäóþùèì ïðåäëîæåíèåì.

Ïðåäëîæåíèå 9. Îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ H \ L
íà ïîäïðîñòðàíñòâî L ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííà è ñîâïàäàåò ñ ýëåìåíòîì
íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ ŷ ýëåìåíòà x ïîäïðîñòðàíñòâîì L.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî óñëîâèåì (1) ýëåìåíò y∗ îïðå-

äåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìåþòñÿ äâà ýëåìåíòà y1, y2 ∈ L
òàêèõ, ÷òî

(x− y1, y) = (x− y2, y) = 0 äëÿ âñåõ y ∈ L.
Òîãäà

(y2 − y1, y) = 0 äëÿ âñåõ y ∈ L.
Ïîëàãàÿ y = y2 − y1, ïîëó÷èì y1 = y2.

Ïóñòü òåïåðü d � ðàññòîÿíèèå îò x äî ïîäïðîñòðàíñòâà L è ïóñòü ŷ � ýëå-
ìåíò íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ ýëåìåíòà x ïîäïðîñòðàíñòâîì L. Òîãäà

d = ||x− ŷ|| = dist (x,L) = inf
y∈L

||x− y||. (2)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ýëåìåíò z ∈ L òàêîé, ÷òî

(x− ŷ, z) = b 6= 0.

Ïîëîæèì

w = ŷ +
bz

(z, z)
.

Ïîñêîëüêó w ∈ L, â ñèëó (2) èìååì

d2 ≤ ||x− w||2 = (x− w, x− w) =

(
x− ŷ − bz

(z, z)
, x− ŷ − bz

(z, z)

)
=

= ||x− ŷ||2 − b

(z, z)
(z, x− ŷ)− b̄

(z, z)
(x− ŷ, z) +

|b|2

(z, z)
= d2 − |b|2

(z, z)
< d2.

Ïîëó÷åíî ïðîòèâîðå÷èå, ïîýòîìó

(x− ŷ, y) = 0 äëÿ âñåõ y ∈ L,
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ò.å. ýëåìåíò ŷ ñîâïàäàåò ñ îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèåé prLx.

2

Îïåðàòîð, ñîïîñòàâëÿþùèé êàæäîìó ýëåìåíòó x ∈ H åãî îðòîãîíàëü-
íóþ ïðîåêöèþ prLx, íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâà-
íèÿ ïðîñòðàíñòâà H íà ïîäïðîñòðàíñòâî L. Ýëåìåíò ortLx = x− prLx íàçû-
âàåòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðîì, îïóùåííûì èç x íà L. Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà:

prL(x+ y) = prLx+ prLy, prL(αx) = α prLx,

ortL(x+ y) = ortLx+ ortLy, ortL(αx) = α ortLx,

ãäå α � ëþáîå ÷èñëî, x è y � ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû èç H.

� 6. Âûðàæåíèå âåëè÷èíû íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ
÷åðåç îïðåäåëèòåëü Ãðàìà

Ïóñòü L � êîíå÷íîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H, x
� ýëåìåíò èç H \L è ïóñòü ŷ � ýëåìåíò íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ ýëåìåíòà x
ïîäïðîñòðàíñòâîì L. Âûáåðåì â L êàêîé-íèáóäü áàçèñ g1, g2, . . . , gn. Ñîãëàñíî
ïðåäëîæåíèþ 9,

(x− ŷ, gk) = 0 äëÿ âñåõ 1 ≤ k ≤ n. (1)

Ðàçëîæèì âåêòîð ŷ ïî âûáðàííîìó áàçèñó:

ŷ = γ1g1 + γ2g2 + · · ·+ γngn (2)

è çàïèøåì óñëîâèÿ (1) â âèäå ñèñòåìû óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåí-
òîâ ýòîãî ðàçëîæåíèÿ:

γ1(g1, g1) + γ2(g2, g1) + · · ·+ γn(gn, g1) = (x, g1),
γ1(g1, g2) + γ2(g2, g2) + · · ·+ γn(gn, g2) = (x, g2),

. . .
γ1(g1, gn) + γ2(g2, gn) + · · ·+ γn(gn, gn) = (x, gn).

(3)

Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 8 äëÿ äàííîãî x ýëåìåíò ŷ ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåí.
Çíà÷èò, ñèñòåìà (3) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, à îïðåäåëèòåëü ýòîé ñèñòå-
ìû

G(g1, g2, . . . , gn) =

∣∣∣∣∣∣∣
(g1, g1) (g2, g1) . . . (gn, g1)
(g1, g2) (g2, g2) . . . (gn, g2)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(g1, gn) (g2, gn) . . . (gn, gn)

∣∣∣∣∣∣∣
îòëè÷åí îò íóëÿ. Ýòîò îïðåäåëèòåëü íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëåì Ãðàìà ñèñòå-
ìû âåêòîðîâ g1, g2, . . . , gn.

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íàéòè âåêòîð ŷ äîñòàòî÷íî ðåøèòü ñèñòåìó óðàâ-
íåíèé (3) è íàéäåííûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ γ1, γ2, . . . , γn ïîäñòàâèòü â

15



ôîðìóëó (2). Ñ÷èòàÿ ýòè çíà÷åíèÿ èçâåñòíûìè, âû÷èñëèì âåëè÷èíó íàèëó÷-
øåãî ïðèáëèæåíèÿ d = ||x− ŷ|| (ñì. (2.2)).

Èç ïðåäëîæåíèÿ 9 ñëåäóåò, ÷òî (x− ŷ, ŷ) = 0. Ïîýòîìó

d2 = (x− ŷ, x− ŷ) = (x− ŷ, x) = (x, x)− ((ŷ, x),

(ŷ, x) = (x, x)− d2.

Ó÷èòûâàÿ (2), èìååì

γ1(g1, x) + · · ·+ γn(gn, x) = (x, x)− d2. (4)

Èç (3) è (4) âèäíî, ÷òî∣∣∣∣∣∣∣
(x, x)− d2 (g1, x) . . . (gn, x)

(x, g1) (g1, g1) . . . (gn, g1)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(x, gn) (g1, gn) . . . (gn, gn)

∣∣∣∣∣∣∣ = 0. (5)

Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî (3) è (4) ïåðâûé ñòîëáåö ýòîãî îïðåäåëèòåëÿ ÿâëÿ-
åòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé åãî îñòàëüíûõ ñòîëáöîâ. Ïîëüçóÿñü ñâîéñòâàìè
îïðåäåëèòåëåé, èç (5) ïîëó÷àåì ôîðìóëó

d2 =
G(x, g1, . . . , gn)

G(g1, . . . , gn)
. (6)

Â ÷àñòíîñòè, åñëè áàçèñ g1, g2, . . . , gn îðòîíîðìèðîâàííûé, òî G(g1, . . . , gn) =
1, γk = (x, gk) äëÿ 1 ≤ k ≤ n è ôîðìóëà (6) ïðèâîäèòñÿ ê ðàâåíñòâó

d2 = (x, x)−
n∑
k=1

|(x, gk)|2

(ñðàâíèòå ñ ôîðìóëàìè (2.5) è (2.6)).

Çàìå÷àíèå 2. Îïðåäåëèòåëü Ãðàìà ïðîèçâîëüíîé ëèíåéíî íåçàâèñèìîé
ñèñòåìû âåêòîðîâ g1, g2, . . . , gn ïîëîæèòåëåí:

G(g1, g2, . . . , gn) > 0. (7)

Äåéñòâèòåëüíî, íåðàâåíñòâî (7) äëÿ n = 2 ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà Êîøè �
Áóíÿêîâñêîãî:

G(g1, g2) =

∣∣∣∣(g1, g1) (g2, g1)
(g1, g2) (g2, g2)

∣∣∣∣ = (g1, g1)(g2, g2)− |(g1, g2)|2 > 0

(ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñòðîãîå, òàê êàê âåêòîðû g1 è g2 íåïðîïîðöèîíàëüíû).
Äàëåå, ïðè n = 3 ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 9 è ðàâåíñòâó (6) èìååì

G(g1, g2, g3)

G(g1, g2)
= || g3 − prL2

g3 ||2 > 0,
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ãäå L2 = span {g1, g2}. Ïîýòîìó G(g1, g2, g3) > 0. Àíàëîãè÷íî,

G(g1, g2, g3, g4)

G(g1, g2, g3)
= || g4 − prL3

g4 ||2 > 0,

ãäå L3 = span {g1, g2, g3}. Çíà÷èò, íåðàâåíñòâî (7) âåðíî äëÿ n = 4 è ò.ä.

Óïðàæíåíèå. Ïóñòü íà ïðÿìîé R âûáðàíû m òî÷åê x1, . . . , xm, ãäå
m ≥ n, è ïî êðàéíåé ìåðå n èç ýòèõ òî÷åê ðàçëè÷íû. Íà ìíîæåñòâå X âñå-
âîçìîæíûõ ôóíêöèé âèäà

f : {x1, . . . , xm} → R

îïðåäåëèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïî ôîðìóëå

(f, g) =
m∑
i=1

f(xi)g(xi).

Ïðè àïïðîêñèìàöèè äàííîé ôóíêöèè f ∈ X ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðà-
òîâ êîýôôèöèåíòû a0, a1, . . . , an−1 â ñóììå

m∑
i=1

(a0 + a1xi + . . . an−1x
n−1
i − f(xi))

2

âûáèðàþò òàê, ÷òîáû ýòà ñóììà áûëà íàèìåíüøåé. Ïîêàæèòå, ÷òî ðåøåíèå
ýòîé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû âèäà (3) äëÿ áàçèñ-
íûõ ôóíêöèé g1(t) = 1, g2(t) = t, . . . , gn(t) = tn−1 è íàïèøèòå ñîîòâåòñòâóþ-
ùèé îïðåäåëèòåëü Ãðàìà.

� 7. Ïðÿìûå ñóììû è îðòîãîíàëüíûå äîïîëíåíèÿ

Ïóñòü V è W � íåíóëåâûå ïîäïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà X.
Åñëè êàæäûé ýëåìåíò x ∈ X îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèì â âèäå

x = y + z, y ∈ V, z ∈ W, (1)

òî ãîâîðÿò, ÷òî X ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé ïîäïðîñòðàíñòâ V , W è ïèøóò
X = V uW.

Íàïðèìåð, ðàçëîæåíèå â ïðÿìóþ ñóììó ïðîñòðàíñòâà X = C[−1, 1] ïîëó-
÷èòñÿ, åñëè â êà÷åñòâå V (ñîîòâ. W ) âûáðàòü ìíîæåñòâî âñåõ ÷åòíûõ (ñîîòâ.
íå÷åòíûõ) ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå [−1, 1].

Ïðåäëîæåíèå 10. Åñëè V ∩W = {θ}, òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ X
ýëåìåíòû y è z â ðàçëîæåíèè (1) îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà x ∈ X
êðîìå (1) èìååòñÿ åùå îäíî ðàçëîæåíèå

x = y1 + z1, y1 ∈ V, z1 ∈ W.

Òîãäà
(y − y1) + (z − z1) = θ èëè y − y1 = z1 − z.

Îòñþäà, çàìå÷àÿ, ÷òî y − y1 ∈ V , z1 − z ∈ W è ïîëüçóÿñü óñëîâèåì V ∩W =
{θ}, ïîëó÷àåì y = y1 è z = z1.

2

Çàìå÷àíèå 3. Â êóðñå ëèíåéíîé àëãåáðû äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ïðîñòðàíñòâî
X êîíå÷íîìåðíî, äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðàçëîæåíèå X = V u W èìååò ìåñòî,
åñëè êðîìå óñëîâèÿ V ∩W = {θ} âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

dimX = dimV + dimW.

Ïóñòü V , V1, . . . , Vn � íåíóëåâûå ïîäïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà
X. Åñëè êàæäûé ýëåìåíò x ∈ V îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèì â âèäå

x = x1 + · · ·+ xn, x1 ∈ V1, . . . , xn ∈ Vn,

òî ãîâîðÿò, ÷òî V ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé ïîäïðîñòðàíñòâ V1, . . . , Vn è ïè-
øóò

V = V1 u · · ·u Vn. (2)

Â ÷àñòíîñòè, çäåñü ìîæåò áûòü V = X. Íàïðèìåð, ïðîñòðàíñòâî Rn åñòü ïðÿ-
ìàÿ ñóììà n îäíîìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, îïðåäåëåííûõ ëþáûìè n ëèíåéíî
íåçàâèñèìûìè âåêòîðàìè. Êðîìå òîãî, ïðîñòðàíñòâî Rn ìîæíî ïðåäñòàâèòü
ðàçíûìè ñïîñîáàìè â ôîðìå ïðÿìîé ñóììû è íåîäíîìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ.

Îòìåòèì, ÷òî â ðàçëîæåíèè (2) âñÿêèå äâà èç ïîäïðîñòðàíñòâ V1, . . . , Vn
èìåþò îáùèì îäèí ëèøü ýëåìåíò θ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè z ∈ Vk ∩ Vj, òî èç
ðàçëîæåíèé

z = z + θ, z ∈ Vk, θ ∈ Vj,
z = θ + z, θ ∈ Vk, z ∈ Vj,

â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ z â âèäå ñóììû

z = z1 + · · ·+ zn, z1 ∈ V1, . . . , zn ∈ Vn,

ïîëó÷àåì z = θ.

Ïóñòü V0 è V1 � äâà ðàçëè÷íûõ ïîäïðîñòðàíñòâà ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà
H, ïðè÷åì V0 ⊂ V1. Òîãäà ìíîæåñòâî

W0 = {z ∈ V1| (y, z) = 0 äëÿ âñåõ y ∈ V0}

íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíûì äîïîëíåíèåì ïîäïðîñòðàíñòâà V0 â V1.
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Ïðåäëîæåíèå 11. Îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå W0 ïîäïðîñòðàíñòâà V0
â V1 ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H è èìååò
ìåñòî ðàâåíñòâî V1 = V0 uW0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè z1, z2 ∈ W0, òî

(y, α1z1 + α2z2) = ᾱ1(y, z1) + ᾱ2(y, z2) = 0

äëÿ âñåõ y ∈ V0 è ëþáûõ ÷èñåë α1, α2. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî α1z1 + α2z2 ∈ W0.
Êðîìå òîãî, åñëè zn ∈ W0 è zn → z0, òî äëÿ ëþáîãî y ∈ V0 ïî ñâîéñòâó
íåïðåðûâíîñòè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

(y, zn) → (y, z0),

ãäå âñå (y, zn) = 0. Çíà÷èò, z0 ∈ W0. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî W0 ÿâëÿåòñÿ
ïîäïðîñòðàíñòâîì â H.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíî x ∈ V1 è îáîçíà÷èì ÷åðåç y∗ îðòîãîíàëüíóþ ïðîåê-
öèþ ýëåìåíòà x íà V0. Ïîñëå ýòîãî ïîëîæèì z∗ = x − y∗. Òîãäà, âî-ïåðâûõ,
z∗ ∈ V1 (òàê êàê x è y∗ ëåæàò â V1) è, âî-âòîðûõ, ïî ïðåäëîæåíèþ 9

(z∗, y) = (x− y∗, y) = 0 äëÿ âñåõ y ∈ V0,

ò.å. z∗ ∈ W0. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x ∈ V1 ñóùåñòâóåò ðàçëîæå-
íèå

x = y + z, y ∈ V0, z ∈ W0. (3)

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî åñëè x ∈ V0∩W0, òî (x, x) = 0, x = θ è, çíà÷èò, V0∩W0 =
{θ} . Îòñþäà ïî ïðåäëîæåíèþ 10 ñëåäóåò åäèíñòâåííîñòü ðàçëîæåíèÿ (3).

2

Îòìåòèì, ÷òî åñëè P0 : V1 → V0 è Q0 : V1 → W0 � îðòîãîíàëüíûå ïðîåê-
òîðû, òî â ðàçëîæåíèè (29) äëÿ ëþáîãî x ∈ V1 èìååì y = P0x è z = Q0x.

Äâà ïîäïðîñòðàíñòâà V è W ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H íàçûâàþòñÿ
îðòîãîíàëüíûìè (îáîçíà÷åíèå: V ⊥ W ), åñëè ëþáîé âåêòîð èç V îðòîãîíàëåí
êàæäîìó âåêòîðó ïîäïðîñòðàíñòâà W .

Ïóñòü
V = V1 u · · ·u Vn,

ãäå V1, . . . , Vn � íåíóëåâûå ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûå (ò.å. Vi ⊥ Vj ïðè i 6= j)
ïîäïðîñòðàíñòâà ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H. Òîãäà V íàçûâàþò îðòîãî-
íàëüíîé ñóììîé ïîäïðîñòðàíñòâ V1, . . . , Vn è ïèøóò

V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vn.

Íàïðèìåð, ñàìî ïðîñòðàíñòâî H ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé ñóììîé ëþáîãî ñâî-
åãî ïîäïðîñòðàíñòâà L è åãî îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ (â H).

Â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H îïðåäåëåíû òàêæå îðòîãîíàëüíûå ñóììû
ñ÷åòíûõ íàáîðîâ ïîäïðîñòðàíñòâ. Ïóñòü, íàïðèìåð, â H çàäàíû íåíóëåâûå
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ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûå ïîäïðîñòðàíñòâà Vk, k ∈ Z. Ãîâîðÿò, ÷òî V ÿâëÿåòñÿ
îðòîãîíàëüíîé ñóììîé ïîäïðîñòðàíñòâ Vk è ïèøóò

V =
⊕
k∈Z

Vk,

åñëè êàæäûé ýëåìåíò x ∈ V îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèì â âèäå

x =
∑
k∈Z

xk, xk ∈ Vk,

ãäå ñõîäèìîñòü ðÿäà ïîíèìàåòñÿ ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà H. Èç îäíîçíà÷íîñòè
ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ïðè êàæäîì k ∈ Z ýëåìåíò xk ñîâïàäàåò ñ
îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèåé ýëåìåíòà x íà Vk.

� 8. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðÿäû Ôóðüå â L2[−π, π]

Íàïîìíèì, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è íîðìà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå L2[−π, π] îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

(f, g) =

π∫
−π

f(t)g(t) dt, ||f || =
√

(f, f).

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà

{1, sin kt, cos kt | k ∈ N} (1)

îðòîãîíàëüíà è ïîëíà â L2[−π, π]. Êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè f ∈
L2[−π, π] ïî ýòîé ñèñòåìå îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè

a0 =
1

π

π∫
−π

f(t) dt, ak =
1

π

π∫
−π

f(t) cos kt dt, bk =
1

π

π∫
−π

f(t) sin kt dt, k ∈ N.

(2)
Ïî ñâîéñòâó ïîëíîòû ñèñòåìû (1) äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f ∈ L2[−π, π] ðÿä

Ôóðüå
a0

2
+

∞∑
k=1

ak cos kt+ bk sin kt (3)

ñõîäèòñÿ ê f â ïðîñòðàíñòâå L2[−π, π]. Èíà÷å ãîâîðÿ, äëÿ ëþáîé f ∈ L2[−π, π]
èìååò ìåñòî ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå

lim
n→∞

|| f − Sn || = 0,
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ãäå {Sn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà (3), ò.å.

S0(t) =
a0

2
, Sn(t) =

a0

2
+

n∑
k=1

ak cos kt+ bk sin kt, n ∈ N. (4)

Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 5, ó÷èòûâàÿ, ÷òî

|| sin kt|| = || cos kt|| =
√
π, k ∈ N,

èìååì ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ:

1

π

π∫
−π

|f(t)|2 dt =
| a0|2

2
+

∞∑
k=1

| ak|2 + | bk|2. (5)

Êðîìå òîãî, â ñèëó (2.5),

|| f − Sn ||2 =

π∫
−π

|f(t)|2 dt− π

(
| a0|2

2
+

n∑
k=1

| ak|2 + | bk|2
)
. (6)

Èç ðàâåíñòâà (5) ïî íåîáõîäèìîìó óñëîâèþ ñõîäèìîñòè ÷èñëîâîãî ðÿäà ïîëó-
÷àåì, ÷òî

lim
k→∞

ak = lim
k→∞

bk = 0,

ò.å. êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè ïðîñòðàíñòâà L2[−π, π]
ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Èçâåñòíî, ÷òî ýòèì æå ñâîéñòâîì îáëàäàþò êîýôôèöè-
åíòû Ôóðüå ëþáîé ôóíêöèè f èç êëàññà L1[−π, π].

Ñôîðìóëèðóåì íåñêîëüêî âàæíûõ ðåçóëüòàòîâ î ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè
(è ðàñõîäèìîñòè) òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ Ôóðüå.

(i) Äþ Áóà-Ðåéìîíä (1876): Ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå [−π, π]
ôóíêöèÿ f , äëÿ êîòîðîé ðÿä Ôóðüå ðàñõîäèòñÿ â òî÷êå t = 0.

(ii) Êîëìîãîðîâ (1923): Ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f , èíòåãðèðóåìàÿ ïî Ëåáåãó
íà îòðåçêå [−π, π], äëÿ êîòîðîé ðÿä Ôóðüå íå ñõîäèòñÿ íè â îäíîé òî÷êå.

(iii) Êàõàíå è Êàòöíåëüñîí (1965): Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A ⊂ [−π, π],
ìåðà Ëåáåãà êîòîðîãî ðàâíà íóëþ, ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå [−π, π]
ôóíêöèÿ f , ðÿä Ôóðüå êîòîðîé ðàñõîäèòñÿ â êàæäîé òî÷êå ìíîæåñòâà A.

(iv) Êàðëåñîí (1966): Åñëè f ∈ L2[−π, π], òî äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ [−π, π] ðÿä
Ôóðüå ôóíêöèè f ñõîäèòñÿ ê f(t).

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñðåäíèõ àðèôìåòè÷åñêèõ ÷àñòè÷íûõ ñóìì (34) îïðå-
äåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

σn(t) =
S0(t) + · · ·+ Sn−1(t)

n
, n ∈ N.
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Ôåéåðîì (1904) äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé 2π-ïåðèîäè÷åñêîé
ôóíêöèè f ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ê f ðàâíîìåðíî:

lim
n→∞

max
t∈[−π,π]

|f(t)− σn(t)| = 0.

Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ êóñî÷íî íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå [a, b], åñëè ñóùå-
ñòâóåò òàêîé íàáîð òî÷åê a = x0 < x1 < · · · < xn = b ýòîãî îòðåçêà, ÷òî
ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà êàæäîì èíòåðâàëå (xj−1, xj), 1 ≤ j ≤ n, è èìå-
åò êîíå÷íûå îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû íà êîíöàõ ýòèõ èíòåðâàëîâ. Ôóíêöèþ
f , èìåþùóþ íà îòðåçêå [a, b] êóñî÷íî íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ, íàçûâà-
þò êóñî÷íî íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé íà ýòîì îòðåçêå. Â ó÷åáíèêàõ
ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùèé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè
ðÿäà Ôóðüå â òî÷êå.

Ïðåäëîæåíèå 12. Ïóñòü ôóíêöèÿ f êóñî÷íî íåïðåðûâíî äèôôåðåíöè-
ðóåìà íà îòðåçêå [−π, π] è ïóñòü t ∈ [−π, π] . Òîãäà ðÿä Ôóðüå (33) ñõîäèòñÿ
â òî÷êå t ê çíà÷åíèþ

S(t) =

{
(f(t− 0) + f(t+ 0))/2, åñëè t ∈ (−π, π),
(f(−π) + f(π))/2, åñëè t = −π t = π.

Â ÷àñòíîñòè, S(t) = f(t), åñëè f íåïðåðûâíà â òî÷êå t ∈ (−π, π).

Â òî÷êàõ ðàçðûâà ïðîÿâëÿåòñÿ ÿâëåíèå Ãèááñà: ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì
n ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà Ôóðüå (33) â íåêîòîðûõ òî÷êàõ, çàâèñÿùèõ îò n
è ðàñïîëîæåííûõ âáëèçè âûáðàííîé òî÷êè ðàçðàâà, îòëè÷àþòñÿ îò ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî îäíîñòîðîííåãî ïðåäåëà ôóíêöèè f ïðèáëèçèòåëüíî íà 18 %.

Ïðèìåð 1. Äëÿ ôóíêöèè

f(t) =

 π/2, åñëè t ∈ (0, π),
0, åñëè t ∈ {0,−π, π},

−π/2, åñëè t ∈ (−π, 0).

êîýôôèöèåíòû Ôóðüå (32) èìåþò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ

a0 = ak = 0, bk =
1

k
(1− (−1)k), k ∈ N.

Ïî ïðåäëîæåíèþ 12 äëÿ âñåõ t ∈ [−π, π] ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

f(t) = 2
∞∑
k=1

sin(2k − 1)t

2k − 1
. (7)

Â ÷àñòíîñòè, ïðè t = π/4 îòñþäà èìååì

∞∑
k=1

(−1)k−1

2k − 1
=
π

4
.
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×àñòè÷íûå ñóììû S2n(t) è S2n−1(t) ðÿäà (7) ñîâïàäàþò ñ íå÷åòíîé ôóíê-
öèåé

gn(t) = 2
n∑
k=1

sin(2k − 1)t

2k − 1
. (8)

Ïðîèçâîäíàÿ ýòîé ôóíêöèè âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

g′n(t) =
sin 2nt

sin t
,

è, ñëåäîâàòåëüíî, â òî÷êå π/2n ôóíêöèÿ gn(t) èìååò ëîêàëüíûé ìàêñèìóì.
Èç ôîðìóëû (8) ïîëó÷èì

gn(π/2n) =
n∑
k=1

sin(2k − 1)(π/2n)

(2k − 1)(π/2n)
· π
n
→

π∫
0

sin t

t
dt ≈ 1, 8519,

â òî âðåìÿ êàê f(0 + 0) = π/2 ≈ 1, 5707. Òàêèì îáðàçîì, ïðè áîëüøèõ n
çíà÷åíèÿ gn(π/2n) îòëè÷àþòñÿ îò f(π/2n) ïðèáëèçèòåëüíî íà 18 %.

2

Îòìåòèì, ÷òî èç ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ (5) è ðàçëîæåíèÿ (7) ñëåäóåò ðàâåí-
ñòâî ∞∑

k=1

1

(2k − 1)2 =
π2

8
.

Êîìïëåêñíàÿ ôîðìà òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà Ôóðüå∑
k∈Z

cke
ikt. (9)

ïîëó÷àåòñÿ èç (2) è (3) ñ ïîìîùüþ ôîðìóë Ýéëåðà

eikt = cos kt+ i sin kt, cos kt = (eikt + e−ikt)/2, sin kt = i(e−ikt + eikt)/2.

Êîýôôèöèåíòû ðÿäà (9) âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

ck =
1

2π

π∫
−π

f(t)e−ikt dt (10)

è ñâÿçàíû ñ êîýôôèöèåíòàìè (2) ðàâåíñòâàìè

c0 = a0/2, ck = (ak − ibk)/2, c−k = (ak + ibk)/2, k ∈ N. (11)

Ñîîòâåòñòâåííî, ÷àñòè÷íûå ñóììû (4) ïðèìóò âèä

S0(t) = c0, Sn(t) =
n∑

k=−n

cke
ikt, n ∈ Z. (12)
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Ñèñòåìà ýêñïîíåíò
{ eikt | k ∈ Z } (13)

îðòîãîíàëüíà è ïîëíà â L2[−π, π]. Ïðè ýòîì

π∫
−π

eikt · e−ilt dt = 2πδk,l.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî êîýôôèöèåíòû (10) ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå
ôóíêöèè f ∈ L2[−π, π] ïî ñèñòåìå (13). Ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ äëÿ ñèñòåìû
(13) çàïèñûâàåòñÿ òàê:

1

2π

π∫
−π

|f(t)|2 dt =
∑
k∈Z

| ck|2

è èìååò ìåñòî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L2[−π, π].

Ïðèìåð 2. Äëÿ ôóíêöèè f(t) = e−it/2 êîýôôèöèåíòû Ôóðüå (10) âû÷èñ-
ëÿþòñÿ òàê:

ck =
1

2π

π∫
−π

f(t)e−i(k+1/2)t dt =
1

2π

π∫
−π

cos (k + 1/2)t dt =

=
1

π

π∫
0

cos (k + 1/2)t dt =
sin (kπ + π/2)

kπ + π/2
=

2(−1)k

(2k + 1)π
.

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ âñåõ t ∈ (−π, π) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

e−it/2 =
2

π

∑
k∈Z

(−1)k

2k + 1
eikt. (14)

Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé Ýéëåðà, çàïèøåì åãî â âèäå

cos
t

2
− i sin

t

2
=

2

π

∑
k∈Z

(−1)k

2k + 1
(cos kt+ i sin kt).

Îòäåëÿÿ äåéñòâèòåëüíûå è ìíèìûå ÷àñòè, âèäèì, ÷òî ðàâåíñòâî (14) âåðíî
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

cos
t

2
=

2

π

∑
k∈Z

(−1)k

2k + 1
cos kt =

2

π
+

4

π

∞∑
k=1

(−1)k+1

4k2 − 1
cos kt (15)

è

sin
t

2
=

2

π

∑
k∈Z

(−1)k+1

2k + 1
sin kt =

8

π

∞∑
k=1

(−1)k+1k

4k2 − 1
sin kt. (16)
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Ïî ïðåäëîæåíèþ 12 ðàçëîæåíèå (15) èìååò ìåñòî äëÿ t ∈ [−π, π], à ðàçëîæå-
íèå (16) ñïðàâåäëèâî äëÿ t ∈ (−π, π). Çíà÷èò, ðàâåíñòâî (14) âåðíî äëÿ âñåõ
t ∈ (−π, π).

2

Îòìåòèì, ÷òî ïðè ëþáîì a > 0 îò ñèñòåì (1) è (13) çàìåíîé ïåðåìåííîé
t = πx/a ìîæíî ïåðåéòè ê ñèñòåìàì

{ 1, sin (πk/a)x, cos (πk/a)x | k ∈ N} è { ei
πk
a x | k ∈ Z },

îðòîãîíàëüíûì è ïîëíûì â ïðîñòðàíñòâå L2[−a, a].
Ïîäðîáíåå î òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäàõ Ôóðüå ìîæíî ïðî÷èòàòü â ó÷åá-

íèêàõ ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó [7] è [21].

� 9. Ìíîãî÷ëåíû Ëåæàíäðà

Ñèñòåìà ìíîãî÷ëåíîâ Ëåæàíäðà {Pk(x)} îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè

P0(x) = 1, P1(x) = x, Pk(x) =
1

k! 2k
dk

dxk
(x2 − 1)k, k ≥ 2. (1)

Ïî ôîðìóëå áèíîìà Íüþòîíà èìååì

(x2 − 1)k =
k∑
j=0

(−1)jk!

j!(k − j)!
x2k−2j.

Äèôôåðåíöèðóÿ ýòî òîæäåñòâî k ðàç, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå ìíî-
ãî÷ëåíà Pk(x) ïî ñòåïåíÿì x:

Pk(x) =
1

2k

[k/2]∑
j=0

(−1)j(2k − 2j)!

j!(k − j)!(k − 2j)!
xk−2j, (2)

ãäå [k/2] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà k/2. Îòñþäà âèäíî, ÷òî ñòàðøèé êîýôôèöèåíò
ìíîãî÷ëåíà Pk(x) åñòü

(2k)!

(k!)22k
=

2k(2k − 1) . . . (k + 1)

k! 2k
.

Äàëåå, ñ ïîìîùüþ (2) ëåãêî óñòàíàâëèâàþòñÿ ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ

(k + 1)Pk+1(x) = (2k + 1)xPk(x)− kPk−1(x), k ≥ 1,

èç êîòîðûõ ñëåäóåò, íàïðèìåð, ÷òî

Pk(1) = 1, Pk(−1) = (−1)k, P2k+1(0) = 0, P2k(0) = (−1)k
1 · 3 · 5 . . . (2k − 1)

(k!)2k
.
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Äèôôåðåíöèðîâàíèåì òîæäåñòâà

(x2 − 1)
d

dx
(x2 − 1)k = 2kx(x2 − 1)k

ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ìíîãî÷ëåí Pk(x) óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâ-
íåíèþ

(x2 − 1) · P ′′

k (x) + 2x · P ′
k(x)− k(k − 1)Pk(x) = 0.

Äîêàæåì, ÷òî ìíîãî÷ëåíû Ëåæàíäðà îáëàäàþò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì îð-
òîãîíàëüíîñòè:

1∫
−1

Pk(x)Pl(x) dx =
2

2k + 1
δk,l, k, l ∈ Z+. (3)

Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî äëÿ âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè ϕk(x) = (x2 − 1)k

âûïîëíåíû ðàâåíñòâà:

ϕ
(l)
k (−1) = ϕ

(l)
k (1) = 0, l = 0, 1, . . . , k − 1, (4)

è
1∫

−1

ϕk(x) dx = (−1)k
(k!)2

(2k)!
· 22k+1

2k + 1
. (5)

Ðàâåíñòâà (4) ñëåäóþò èç òîãî, ÷òî òî÷êè x = ±1 ÿâëÿþòñÿ íóëÿìè êðàòíîñòè
k ôóíêöèè ϕk(x), à ôîðìóëà (5) äîêàçûâàåòñÿ ìåòîäîì èíòåãðèðîâàíèÿ ïî
÷àñòÿì (âíà÷àëå ñëåäóåò çàïèñàòü ïîäèíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ â âèäå (x +
1)k(x− 1)k).

Äëÿ l < k, ïðèìåíÿÿ (1), (4) è èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, èìååì

1∫
−1

xlPk(x) dx = − l

k! 2k

1∫
−1

xl−1ϕ
(k−1)
k (x) dx = . . .

. . . =
(−1)ll!

k! 2k

(
ϕ

(k−l−1)
k (1)− ϕ

(k−l−1)
k (−1)

)
= 0.

Îòñþäà ñëåäóþò ñîîòíîøåíèÿ (3) äëÿ k 6= l , ò.å. äîêàçàíà îðòîãîíàëüíîñòü
ñèñòåìû ìíîãî÷ëåíîâ Ëåæàíäðà {Pk(x)} â ïðîñòðàíñòâå L2[−1, 1]. Äëÿ k = l
ñîîòíîøåíèÿ (3) ñëåäóþò èç (5) è òîãî, ÷òî

1∫
−1

[Pk(x)]
2 dx =

(2k)!

(k!)22k

1∫
−1

xkPk(x) dx =
(2k)!

(k!)3 22k

1∫
−1

xkϕ
(k)
k (x) dx =

=
(−1)k(2k)!

(k!)2 22k

1∫
−1

ϕk(x) dx.
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Çäåñü ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿëèñü: îðòîãîíàëüíîñòü ìíîãî÷ëåíà Pk(x) îä-
íî÷ëåíàì ìåíüøåé ñòåïåíè 1, x, . . . , xk−1, âûðàæåíèå äëÿ ñòàðøåãî êîýôôè-
öèåíòà ìíîãî÷ëåíà Pk(x), ôîðìóëû (1), ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì è
ðàâåíñòâà (4).

Èç ñîîòíîøåíèé (3) ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ êâàäðàòà íîðìû
ìíîãî÷ëåíà Pk(x) â ïðîñòðàíñòâå L

2[−1, 1]:

‖Pk‖2 =

1∫
−1

[Pk(x)]
2 dx =

2

2k + 1
. (6)

Ñîîòâåòñòâåííî, îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà ìíîãî÷ëåíîâ Ëåæàíäðà îïðå-
äåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

P̃k(x) =

√
2k + 1

2
Pk(x), k ∈ Z+. (7)

Ñèñòåìà {P̃k(x)} ïîëó÷àåòñÿ èç ñèñòåìû

1, x, x2, . . . , xk, . . . (8)

ïðîöåññîì îðòîãîíàëèçàöèè Øìèäòà (ñì. çàìå÷àíèå 1). Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà
ñèñòåìû (8) åñòü ìíîæåñòâî âñåõ àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ. Ïî òåîðåìå
Âåéåðøòðàññà, äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f , íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå [−1, 1], è ëþ-
áîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîé àëãåáðàè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí p, ÷òî

max
x∈[−1,1]

| f(x)− p (x) | < ε.

Òîãäà, î÷åâèäíî,

‖ f − p ‖ =

 1∫
−1

|f(x)− p (x)|2 dx

1/2

<
√

2 ε.

Èçâåñòíî òàêæå, ÷òî ìíîæåñòâî C[−1, 1] ïëîòíî â ïðîñòðàíñòâå L2[−1, 1].
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñèñòåìà ìíîãî÷ëåíîâ Ëåæàíäðà {Pk(x)} ïîëíà â ïðî-
ñòðàíñòâå L2[−1, 1].

Ðàçëîæåíèå ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f ∈ L2[−1, 1] â ðÿä Ôóðüå ïî ìíîãî-
÷ëåíàì Ëåæàíäðà èìååò âèä

f(x) =
∞∑
k=0

ckPk(x),

ãäå

ck =
2k + 1

2

1∫
−1

f(x)Pk(x) dx.
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Ñîîòâåòñòâóþùåå ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ çàïèñûâàåòñÿ òàê:

1∫
−1

[f(x)]2 dx =
∞∑
k=0

| ck|2 ‖Pk‖2,

ãäå çíà÷åíèÿ ‖Pk‖2 âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå (6).

Çàìå÷àíèå 4. Ãîâîðÿò, ÷òî ñèñòåìà ìíîãî÷ëåíîâ {Qk(x)} îðòîãîíàëüíà
íà ÷èñëîâîì ïðîìåæóòêå I ñ âåñîì h(x), åñëè∫

I

Qk(x)Ql(x)h(x) dx = 0 äëÿ âñåõ k, l ∈ Z+, k 6= l.

Èç ôîðìóëû (3) âèäíî, ÷òî ñèñòåìà ìíîãî÷ëåíîâ Ëåæàíäðà îðòîãîíàëüíà íà
îòðåçêå [−1, 1] c âåñîì h(x) ≡ 1. Óêàæåì ÷èñëîâûå ïðîìåæóòêè è âåñîâûå
ôóíêöèè, äëÿ êîòîðûõ èç ñèñòåìû ñòåïåíåé 1, x, x2, x3, . . . , ìåòîäîì îðòîãî-
íàëèçàöèèØìèäòà ïîëó÷àþòñÿ äðóãèå êëàññè÷åñêèå ñèñòåìû îðòîãîíàëüíûõ
ìíîãî÷ëåíîâ:

1) I = [−1, 1], h(x) = 1/
√

1− x2 (ñèñòåìà {Tk(x)} ìíîãî÷ëåíîâ ×åáûø�åâà
I ðîäà);

2) I = [−1, 1], h(x) =
√

1− x2 (ñèñòåìà {Uk(x)} ìíîãî÷ëåíîâ ×åáûø�åâà
II ðîäà);

3) I = [−1, 1], h(x) = (1 − x)α(1 + x)β, α, β > −1 (ñèñòåìà {P (α,β)
k (x)}

ìíîãî÷ëåíîâ ßêîáè);

4) I = (−∞,+∞), h(x) = e−x
2

(ñèñòåìà {Hk(x)} ìíîãî÷ëåíîâ Ýðìèòà);
5) I = (0,+∞), h(x) = e−x (ñèñòåìà {Lk(x)} ìíîãî÷ëåíîâ Ëàãåððà).

Ðÿäû Ôóðüå ïî êëàññè÷åñêèì îðòîãîíàëüíûì ìíîãî÷ëåíàì åñòåñòâåííî âîç-
íèêàþò âî ìíîãèõ çàäà÷àõ ôèçèêè è ÷àñòî ïðèìåíÿþòñÿ â âû÷èñëèòåëüíîé
ìàòåìàòèêå (ñì., íàïðèìåð, [18]).

� 10. Î áàçèñàõ â áàíàõîâûõ è ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ

ÏóñòüX � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî è ïóñòü ϕk ∈ X äëÿ k ∈ N. Ñèñòåìà {ϕk}
íàçûâàåòñÿ áàçèñîì ïðîñòðàíñòâàX, åñëè êàæäûé ýëåìåíò x ∈ X ïðåäñòàâèì
åäèíñòâåííûì îáðàçîì â âèäå ðÿäà

x =
∞∑
k=1

ckϕk,

ñõîäÿùèìñÿ ê x ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà X. Ñèñòåìà {ϕk} íàçûâàåòñÿ áåç-
óñëîâíûì áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà X, åñëè îíà îñòàåòñÿ áàçèñîì ïðè ëþáîé
ïåðåñòàíîâêå åå ýëåìåíòîâ. Íàïðèìåð, òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà (� 8) ÿâ-
ëÿåòñÿ áàçèñîì (íî íå áåçóñëîâíûì ïðè p 6= 2) â ïðîñòðàíñòâàõ Lp[−π, π ],
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1 < p < ∞. Ñèñòåìà ôóíêöèé Õààðà (ñ. 47) ÿâëÿåòñÿ áåçóñëîâíûì áàçèñîì
âî âñåõ ïðîñòðàíñòâàõ Lp(R), 1 < p < ∞. Cèñòåìà ñòåïåíåé 1, t, t2, . . . íå
ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â ïðîñòðàíñòâå C[−1, 1 ] (ôóíêöèþ | t| íåëüçÿ ðàçëîæèòü â
ñòåïåííîé ðÿä, ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèéñÿ íà îòðåçêå [−1, 1 ]). Â ïðîñòðàíñòâàõ
C[a, b ] è L1[a, b ] íå ñóùåñòâóåò áåçóñëîâíûõ áàçèñîâ.

Ïóñòü U : X → X � ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îáðàòèìûé îïåðàòîð. Åñ-
ëè ñèñòåìà {ϕk} � áàçèñ, òî è ñèñòåìà {Uϕk} � áàçèñ. Åñëè ñèñòåìà {ϕk} �
áåçóñëîâíûé áàçèñ, òî è ñèñòåìà {Uϕk} � áåçóñëîâíûé áàçèñ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç X∗ ïðîñòðàíñòâî, ñîïðÿæåííîå ê X. Åñëè ñèñòåìà {ϕk}
ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà X, òî cóùåñòâóþò ëèíåéíûå îãðàíè÷åííûå
ôóíêöèîíàëû fj ∈ X∗, j ∈ N, òàêèå, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå áèîðòîãîíàëü-
íîñòè: fj(ϕk) = δj,k. Äëÿ äàííîãî áàçèñà {ϕk} áèîðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà {fj}
îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì. Ïðè ýòîì ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà M > 0
òàêàÿ, ÷òî

sup
n∈N

∥∥∥ n∑
k=1

fk(x)ϕk

∥∥∥ ≤M ||x ||

äëÿ âñåõ x ∈ X. Áàçèñ {ϕk} ÿâëÿåòñÿ áåçóñëîâíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ðÿä

∞∑
k=1

fk(x)f(ϕk)

àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ äëÿ ëþáûõ x ∈ X è f ∈ X∗. Åñëè ñèñòåìà {ϕk} � áåç-
óñëîâíûé áàçèñ â X, òî áèîðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà {fj} ïðè óñëîâèè ñåïàðà-
áåëüíîñòè ïðîñòðàíñòâà X∗ áóäåò áåçóñëîâíûì áàçèñîì â X∗.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà {ϕk} � îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà â ãèëü-
áåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H. Èç ïðåäëîæåíèé 2, 5 è 6 ñëåäóåò ýêâèâàëåíòíîñòü
ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:

1) {ϕk} � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà H;

2) ñèñòåìà {ϕk} ïîëíà â H;

3) äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ H âûïîëíåíî ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ

∞∑
k=1

| ck(x)|2||ϕk||2 = ||x||2;

4) ëþáûå ýëåìåíòû x, y ∈ H óäîâëåòâîðÿþò îáîáùåííîìó óðàâíåíèþ çà-
ìêíóòîñòè

(x, y) =
∞∑
k=1

ck(x)ck(y)||ϕk||2.

Ïîëíàÿ îðòîãîíàëüíàÿ (ñîîòâ. îðòîíîðìèðîâàííàÿ) ñèñòåìà {ϕk} ãèëüáåð-
òîâà ïðîñòðàíñòâà H íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíûì (ñîîòâ. îðòîíîðìèðîâàí-
íûì ) áàçèñîì ýòîãî ïðîñòðàíñòâà. Íàïðèìåð, ñèñòåìû {1, sin kt, cos kt | k ∈
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N} è { eikt | k ∈ Z } ÿâëÿþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè áàçèñàìè â L2[−π, π]. Ìíîãî-
÷ëåíû Ëåæàíäðà îáðàçóþò îðòîãîíàëüíûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà L2[−1, 1].

Íåîðòîãîíàëüíûé áàçèñ {gk} ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H ìîæåò áûòü ïî-
ëó÷åí èç îðòîãîíàëüíîãî áàçèñà {ϕk} ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî àëãîðèòìà.

Øàã 1. Âûáðàòü ÷èñëîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {αj} òàêóþ, ÷òî |α1 | > 0 è
äëÿ âñåõ n ∈ N ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

n∑
j=1

|αj |2 ≤M · α2
n+1,

ãäå êîíñòàíòà M íå çàâèñèò îò n.
Øàã 2. Äëÿ êàæäîãî k ∈ N ïîëîæèòü

gk =
k∑
j=1

αjϕj.

Ñèñòåìà {gk} ýëåìåíòîâ ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H íàçûâàåòñÿ ñèñòå-
ìîé Ðèññà, åñëè ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà m è M òàêèå, ÷òî

m

( ∞∑
k=1

| ak|2
)1/2

≤
∥∥∥ ∞∑
k=1

akgk

∥∥∥ ≤M

( ∞∑
k=1

| ak|2
)1/2

äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ak} èç l2. Åñëè ñèñòåìà Ðèññà {gk}
ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â H, òî îíà íàçûâàåòñÿ áàçèñîì Ðèññà.

Â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H ëþáîé îðòîãîíàëüíûé áàçèñ ÿâëÿåòñÿ áåç-
óñëîâíûì. Êðîìå òîãî, âñÿêàÿ ñèñòåìà Ðèññà, ïîëíàÿ â H, ÿâëÿåòñÿ áåçóñëîâ-
íûì áàçèñîì. Èçâåñòíî òàêæå, ÷òî ëþáîé áåçóñëîâíûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà
H ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå {Uek}, ãäå U � ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé
îáðàòèìûé îïåðàòîð, à {ek} � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ.

Ïîäðîáíåå î áèîðòîãîíàëüíûõ ñèñòåìàõ, à òàêæå î áàçèñàõ è ñèñòåìàõ
Ðèññà, ìîæíî ïðî÷èòàòü â ìîíîãðàôèè [8] (ñì. òàêæå [22], [23]).
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Ãëàâà 2. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå è îñíîâû
âåéâëåò-àíàëèçà

� 1. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f ∈ L1(R) îïðåäåëÿåòñÿ
ðàâåíñòâîì

f̂(ξ) :=

∫
R
f(t)e−itξ dt. (1)

Ñîãëàñíî òåîðåìå Ðèìàíà � Ëåáåãà, äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L1(R) ïðåîáðà-

çîâàíèå Ôóðüå f̂(ξ) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé è íåïðåðûâíîé íà R ôóíêöèåé,
êîòîðàÿ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè | ξ| → +∞.

Ôîðìóëà îáðàùåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå èìååò âèä

f(t) =
1

2π

∫
R
f̂(ξ)eitξ dξ. (2)

Äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè ôîðìóëû (2) ïðè t = t0 äîñòàòî÷íî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
ôóíêöèÿ f â òî÷êå t0 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Äèíè:

δ∫
−δ

∣∣∣∣f(t0 + t)− f(t0)

t

∣∣∣∣ dt < +∞ äëÿ íåêîòîðîãî δ > 0.

Ïðè ýòîì èíòåãðàë â ôîðìóëå (2) ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ,
ò.å. ∫

R
f̂(ξ)eitξ dξ := lim

N→+∞

∫ N

−N
f̂(ξ)eitξ dξ.

Åñëè îáå ôóíêöèè f è f̂ ïðèíàäëåæàò L1(R), òî ôîðìóëà (2) âåðíà âî âñåõ
òî÷êàõ íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f .

Áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèìè îáîçíà÷åíèÿìè:

F : f 7→ f̂ � îïåðàòîð Ôóðüå,

eω : t 7→ eiωt � ãàðìîíèêè (ω � âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð, t � âåùå-
ñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ ),

Thf(t) := f(t− h) � îïåðàòîð ñäâèãà,

Daf(t) := f(t/a) � îïåðàòîð ðàñòÿæåíèÿ (a 6= 0),

(f ∗ g)(t) :=
∫
R f(t− τ)g(τ) dτ � ñâåðòêà ôóíêöèé f è g.

Îïåðàòîð Ôóðüå ëèíååí:

F(αf + βg) = αFf + βFg äëÿ α, β ∈ C, f, g ∈ L1(R).
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Ïðè âû÷èñëåíèè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ÷àñòî ïðèìåíÿþò ñëåäóþùèå ïðà-
âèëà:

(Ï1) [F(Thf)](ξ) = e−iξhf̂(ξ),

(Ï2) [F(eωf)](ξ) = f̂(ξ − ω),

(Ï3) [F(Daf)](ξ) = |a|D1/af̂(ξ),

(Ï4) [F(f ∗ g)](ξ) = f̂(ξ)ĝ(ξ),

(Ï5) (Ff (n))(ξ) = (iξ)n(Ff)(ξ),

(Ï6) (Ff )(n)(ξ) = F [(−it)nf(t)].

Ïîäðîáíîå îáîñíîâàíèå ïðàâèë (Ï1) � (Ï6) èçëîæåíî â ó÷åáíèêàõ [7] è [10].
Èç ïðàâèëà (Ï3) (åãî íàçûâàþò ïðàâèëîì èçìåíåíèÿ ìàñøòàáà) âèäíî, ÷òî

ãðàôèê ôóíêöèè f̂ = Ff ðàñòÿãèâàåòñÿ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè è ñòà-
íîâèòñÿ áîëåå ïëîñêèì, êîãäà ãðàôèê ôóíêöèè f ñæèìàåòñÿ ãîðèçîíòàëüíî.

Ïðàâèëî (Ï5) ïðèìåíèìî, åñëè ôóíêöèÿ f èìååò íà R íåïðåðûâíóþ ïðî-
èçâîäíóþ n-ãî ïîðÿäêà, ïðèíàäëåæàùóþ êëàññó L1(R). Â ýòîì ñëó÷àå ïî
òåîðåìå Ðèìàíà � Ëåáåãà (Ff (n))(ξ) → 0 ïðè | ξ| → +∞ è èç (Ï5) ïîëó÷àåì

lim
| ξ|→+∞

| ξ|nf̂(ξ) = 0,

ò.å. ïðè óêàçàííûõ óñëîâèÿõ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå f̂(ξ) óáûâàåò íà áåñ-
êîíå÷íîñòè áûñòðåå, ÷åì 1/| ξ|n. Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîèçâîäíîé (Ff )(n)

è ñïðàâåäëèâîñòè ïðàâèëà (Ï6) äîñòàòî÷íî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèè
f(t), tf(t), . . . , tnf(t) ïðèíàäëåæàò êëàññó L1(R). Òàêèì îáðàçîì, ÷åì áîëüøå
ïðîèçâîäíûõ â L1(R) èìååò ôóíêöèÿ f , òåì áûñòðåå óáûâàåò íà áåñêîíå÷-

íîñòè ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå f̂ è, îáðàòíî, ÷åì áûñòðåå óáûâàåò ôóíêöèÿ f ,
òåì áîëåå ãëàäêîé ÿâëÿåòñÿ åå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå. Èçâåñòíî òàêæå, ÷òî
åñëè ïðè íåêîòîðîì a > 0 ôóíêöèÿ ea|t|f(t) ïðèíàäëåæèò L1(R), òî ïðåîáðà-

çîâàíèå Ôóðüå f̂ àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæàåòñÿ â ïîëîñó {ζ ∈ C : |Im ζ| < a }.
Åñëè ôóíêöèÿ f èç L1(R) èìååò êîìïàêòíûé íîñèòåëü, ò.å. ñóùåñòâóåò

÷èñëî b > 0 òàêîå, ÷òî f(t) = 0 äëÿ | t| > b, òî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå f̂
àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæàåòñÿ íà âñþ êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü ïî ôîðìóëå

f̂(ζ) =

b∫
−b

f(t)e−itζ dt, (3)

ãäå ζ = ξ + iη � êîìïëåêñíàÿ ïåðåìåííàÿ. Èç ôîðìóëû (3) âûâîäèòñÿ, ÷òî

ôóíêöèÿ f̂(ζ) ÿâëÿåòñÿ öåëîé ôóíêöèåé. Ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà â (3) äëÿ
ëþáîãî ζ ∈ C ñëåäóåò èç îöåíêè

| e−itζ | = | e−it(ξ+iη) | ≤ eb|η|, −b ≤ t ≤ b.
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Îòñþäà è èç (3) ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

|f̂(ζ)| ≤ eb|η|
b∫

−b

|f(t)| dt = eb|η| ‖f‖L1(R),

ò.å. äëèíà íîñèòåëÿ ôóíêöèè f îãðàíè÷èâàåò ñêîðîñòü ðîñòà öåëîé ôóíêöèè
f̂ â âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèè.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà êîìïàêòíûé íîñèòåëü èìååò íå ñàìà
ôóíêöèÿ f , à åå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå. Èòàê, ïóñòü f ∈ L1(R) è f̂(ξ) = 0
äëÿ âñåõ | ξ| > a. Òîãäà

f(t) =
1

2π

a∫
−a

f̂(ξ)eitξ dξ, t ∈ R. (4)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ f ïðîäîëæàåòñÿ íà âñþ êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü
C êàê öåëàÿ ôóíêöèÿ. Ïî òåîðåìå Ðèìàíà � Ëåáåãà ôóíêöèÿ f̂ íåïðåðûâíà íà
[−a, a] è òåì áîëåå ïðèíàäëåæèò êëàññó L2[−a, a]. Ðàçëîæèì åå â ðÿä Ôóðüå:

f̂(ξ) =
∑
k∈Z

ck(f̂)eiπξk/a, (5)

ãäå

ck(f̂) =
1

2a

a∫
−a

f̂(ξ)e−iπξk/a dξ. (6)

Ïî òåîðåìå Êàðëåñîíà ðàâåíñòâî (5) èìååò ìåñòî äëÿ ïî÷òè âñåõ ξ ∈ [−a, a].
Ñðàâíèâàÿ (4) è (6), çàìå÷àåì, ÷òî

ck(f̂) = (π/a)f(−πk/a). (7)

Èç ðàâåíñòâ (4), (5) è (7) ïðè óñëîâèè

f(t) = O(1/|t|1+ε) (|t| → +∞) (8)

ñëåäóåò ôîðìóëà Êîòåëüíèêîâà � Øåííîíà:

f(t) =
∑
k∈Z

f(kT )
sin(a(t− kT ))

a(t− kT )
, (9)

ãäå T = π/a. Äåéñòâèòåëüíî, èìååì

f(t) =
1

2π

a∫
−a

(∑
k

ck(f̂)eiξ(t+kT )

)
dξ =

1

2a

∑
k

f(−kT )

a∫
−a

eiξ(t+kT ) dξ
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èëè, ìåíÿÿ k íà −k,

f(t) =
1

2a

∑
k

f(kT )

a∫
−a

eiξ(t−kT ) dξ.

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî

a∫
−a

eiξϕ dϕ =
1

iϕ
(eiaϕ − e−iaϕ) =

2 sin(aϕ)

ϕ
,

ïîëó÷àåì (9). Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå (8) íàì ïîòðåáîâàëîñü äëÿ òîãî, ÷òîáû
îáîñíîâàòü ïåðåñòàíîâêó çíàêîâ ñóììèðîâàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ â ïðîâåäåí-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ.

Ôóíêöèÿ sinc x äëÿ x ∈ R îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

sinc x :=

{
sin x/x, x 6= 0,

1, x = 0.

Ðàçëîæåíèå ýòîé ôóíêöèè â ðÿä Ìàêëîðåíà èìååò âèä

sinc x = 1− x2

3!
+
x4

5!
− x6

7!
+ . . . .

Ôóíêöèÿ sinc x ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé, îãðàíè÷åííîé íà R áåñêîíå÷íî äèôôåðåí-
öèðóåìîé ôóíêöèåé è ïðîäîëæàåòñÿ ñ âåùåñòâåííîé ïðÿìîé íà âñþ êîìïëåêñ-
íóþ ïëîñêîñòü êàê öåëàÿ ôóíêöèÿ. Ñ ïîìîùüþ ýòîé ôóíêöèè ôîðìóëà Êî-
òåëüíèêîâà � Øåííîíà (9) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

f(t) =
∑
k∈Z

f(kT ) sinc (a(t− kT ). (10)

Ïîñêîëüêó sinc (kπ) = δ0,k è T = π/a, ôîðìóëà (10) ïîêàçûâàåò, ÷òî çíà-
÷åíèå ôóíêöèè f â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå t ∈ R ïîëíîñòüþ âîññòàíàâëèâàåòñÿ
ïî "îò÷åòíûì çíà÷åíèÿì"f(kT ), k ∈ Z. Ýòè "îò÷åòíûå çíà÷åíèÿ"ôóíêöèè f
âû÷èñëÿþòñÿ â òî÷êàõ àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñ øàãîì T . Åñëè ÷èñëî a
âåëèêî, òî øàã T áëèçîê ê íóëþ, è íàîáîðîò, åñëè a áëèçêî ê íóëþ, òî øàã T
âåëèê. Ïðè ýòîì ïàðàìåòð a çàäàåò îòðåçîê, ñîäåðæàùèé íîñèòåëü ïåðåîáðà-
çîâàíèÿ Ôóðüå ôóíêöèè f : supp f̂ ⊂ [−a, a]. Â ÷àñòíîñòè, ïðè a = π ôîðìóëà
Êîòåëüíèêîâà � Øåííîíà ïðèíèìàåò âèä

f(t) =
∑
k∈Z

f(k) sinc (π(t− k),

ò.å. ôóíêöèÿ f ïîëíîñòüþ âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî ñâîèì çíà÷åíèÿì â öåëûõ
òî÷êàõ.

34



Ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû (10) íàçûâàåòñÿ êàðäèíàëüíûì ðÿäîì ôóíê-
öèè f . Îí ñõîäèòñÿ äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f , íåïðåðûâíîé íàR è óäîâëåòâîðÿþ-
ùåé óñëîâèþ (8). Îäíàêî, åñëè íîñèòåëü ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå f̂ âûõîäèò çà
ïðåäåëû îòðåçêà [−a, a], òî èìååò ìåñòî òàê íàçûâàåìûé ýôôåêò íàëîæåíèÿ
(ñì., óïðàæíåíèå 6 è [1, � 2.4]).

Îïåðàòîð Ôóðüå F ìîæíî ðàññìàòðèâàòü íà ïðîñòðàíñòâå Øâàðöà S(R).
Íàïîìíèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî S(R) ñîñòîèò èç áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóå-
ìûõ íà R ôóíêöèé f(t), óáûâàþùèõ íà áåñêîíå÷íîñòè (ò.å. ïðè | t| → +∞ )
âìåñòå ñî âñåìè ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè áûñòðåå ëþáîé îòðèöàòåëüíîé ñòåïåíè
| t|. Èíûìè ñëîâàìè, f ∈ S(R) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

f ∈ C∞(R) è sup
t∈R

| tβf (α)(t)| < +∞ äëÿ âñåõ α, β ∈ Z+.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ϕk} ôóíêöèé èç S(R) ñ÷èòàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ ê íó-
ëþ, åñëè äëÿ ëþáûõ íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë α, β ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{ tβϕ(α)
k (t)} ñõîäèòñÿ ê íóëþ ðàâíîìåðíî íà R. Ñîîòíîøåíèå ϕk → ϕ â S(R)

îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ϕk−ϕ} ñõîäèòñÿ ê íóëþ. Ïðåîáðàçîâàíèå
Ôóðüå ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f èç S(R) îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (1). Îïå-
ðàòîð Ôóðüå F îòîáðàæàåò ïðîñòðàíñòâî Øâàðöà S(R) íà ñåáÿ ãîìåîìîðôíî
(ò.å. îòîáðàæåíèå F : S(R) → S(R) áèåêòèâíî è ïðåäåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ
ϕk → ϕ è ϕ̂k → ϕ̂ â S(R) ðàâíîñèëüíû).

Íàïîìíèì, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è íîðìà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå L2(R) îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

(f, g) =

∫
R
f(t)g(t) dt, ||f || =

√
(f, f).

Íå âñÿêàÿ ôóíêöèÿ èç L2(R) ñîäåðæèòñÿ â L1(R) (ïðèìåð: 1/
√

1 + t2).

Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L1(R) ∩ L2(R) ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå f̂ , îïðåäå-
ëåííîå ïî ôîðìóëå (1), ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó L2(R). Îïåðàòîð Ôóðüå

F : L1(R) ∩ L2(R) → L2(R)

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îãðàíè÷åííûì îïåðàòîðîì, ïðè÷åì ‖F‖ =
√

2π. Ïîñêîëü-
êó ìíîæåñòâî L1(R) ∩ L2(R) ïëîòíî â L2(R), îïåðàòîð F ìîæåò áûòü åäèí-
ñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîëæåí íà âñå L2(R) ñ ñîõðàíåíèåì íîðìû. Òàê îïðåäå-
ëåííûé îïåðàòîð F îòîáðàæàåò ïðîñòðàíñòâî L2(R) íà ñåáÿ ëèíåéíî, íåïðå-
ðûâíî è âçàèìíî îäíîçíà÷íî. Ïðè ýòîì äëÿ ëþáûõ f, g ∈ L2(R) ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ � Ïëàíøåðåëÿ:

(f, g) =
1

2π
(f̂ , ĝ). (11)

Â ÷àñòíîñòè, ïðè f = g èìååì

‖f̂‖ =
√

2π‖f‖ äëÿ âñåõ f ∈ L2(R). (12)
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Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå äâèæåíèå îäíîìåðíîé ÷àñòèöû îïèñûâàåòñÿ âîëíî-
âîé ôóíêöèåé f ∈ L2(R). Íåîòðèöàòåëüíûå ôóíêöèè

p(t) = |f(t)|2/‖f‖2, q(ξ) = |f̂(ξ)|2/‖f̂‖2 (13)

ÿâëÿþòñÿ ïëîòíîñòÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, îïè-
ñûâàþùèõ ïîëîæåíèå è èìïóëüñ ÷àñòèöû. Ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ è äèñ-
ïåðñèè ýòèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè

m(f) =

∫
R
tp(t) dt, m(f̂) =

∫
R
ξq(ξ) dξ,

D(f) =

∫
R
(t−m(f))2p(t) dt, D(f̂) =

∫
R
(ξ −m(f̂))2q(ξ) dξ.

Ïðèíöèï íåîïðåäåëåííîñòè Ãåéçåíáåðãà óòâåðæäàåò, ÷òî íåëüçÿ îäíîâðå-
ìåííî èçìåðèòü òî÷íî è êîîðäèíàòó êâàíòîâîé ÷àñòèöû, è åå èìïóëüñ. Â
ìàòåìàòè÷åñêîé ôîðìå ýòîò ïðèíöèï âûðàæàåòñÿ íåðàâåíñòâîì

D(f)D(f̂) ≥ 1

4
. (14)

Íåðàâåíñòâî (14) âåðíî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L2(R). Ðàâåíñòâî äîñòè-
ãàåòñÿ òîëüêî äëÿ ôóíêöèé âèäà

f(t) = c eiate−(t−b)2/4α, a, b ∈ R, c 6= 0, α > 0.

Ëåììà.Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L2(R) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî(∫
R
t2|f(t)|2 dt

)1/2(∫
R
ξ2|f̂(ξ)|2 dξ

)1/2

≥ 1

2
‖f‖‖f̂‖. (15)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ïëîòíîñòè ìíîæåñòâà S(R) â L2(R) ñëåäóåò, ÷òî
äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé f ∈ S(R). Òîãäà, ïðèìåíÿÿ ðàâåíñòâî Ïàðñå-
âàëÿ è ïðàâèëî (Ï5), çàïèøåì (15) â âèäå(∫

R
t2|f(t)|2 dt

)1/2(∫
R
|f ′(t)|2 dt

)1/2

≥ 1

2
‖f‖2. (16)

Ïîëîæèì

I :=

∫
R
(tf(t))(f ′(t)) dt.

Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî, ëåâàÿ ÷àñòü â (16) íå ìåíüøå,
÷åì | I|. Äàëåå ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî | I| ≥ |Re I| è âûðàçèì Re I ÷åðåç ‖f‖:

2 Re I = I + Ī =

∫
R
t(f(t)f ′(t) + f ′(t)f(t)) dt = −

∫
R
|f(t)|2 dt = −‖f‖2.
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Òàêèì îáðàçîì, ëåììà äîêàçàíà.

Èç ôîðìóë (13) âèäíî, ÷òî íåðàâåíñòâî (14) ïðè óñëîâèÿõ

f ∈ L2(R) è m(f) = m(f̂) = 0

ðàâíîñèëüíî (15). Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî äëÿ äàííîé ôóíêöèè f ∈ L2(R)

âåëè÷èíûm(f) èm(f̂) êîíå÷íû è îòëè÷íû îò íóëÿ. Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíóþ
ôóíêöèþ

h(t) = e−iξ0tf(t+ t0), t0 = m(f), ξ0 = m(f̂).

Äëÿ ýòîé ôóíêöèè ïî ëåììå èìååì(∫
R
t2|h(t)|2 dt

)1/2(∫
R
ξ2|ĥ(ξ)|2 dξ

)1/2

≥ 1

2
‖h‖‖ĥ‖. (17)

Ïðèìåíÿÿ (Ï1) è (Ï2), ïîëó÷àåì

ĥ(ξ) = eix0(ξ+ξ0)f̂(ξ + ξ0).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ‖h‖ = ‖f‖, ‖ĥ‖ = ‖f̂‖ è∫
R
t2|h(t)|2 dt =

∫
R
(t− t0)

2|f(t)|2 dt,
∫

R
ξ2|ĥ(ξ)|2 dξ =

∫
R
(ξ − ξ0)

2|f̂(ξ)|2 dξ.

Îòñþäà è èç (17) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî (14) äëÿ ëþáîé f ∈ L2(R).

Îòìåòèì, ÷òî ëåâûå ÷àñòè íåðàâåíñòâ (14) è (15) ìîãóò áûòü ðàâíûìè +∞.

Óïðàæíåíèÿ
1. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè f = χ[−a,a] (ò.å. f � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

îòðåçêà [−a, a]), òî f̂(ξ) = 2 sin(aξ)/ξ.

2. Íàéäèòå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ôóíêöèé ϕ = χ[0,1) è ψ = χ[0,1/2)−χ[1/2,1).
Óáåäèòåñü, ÷òî äëÿ äàííîé ôóíêöèè ϕ óñëîâèå∑

k∈Z

|ϕ̂(ξ + 2πk)|2 ≡ 1

ñëåäóåò èç ðàçëîæåíèÿ

1

2
ctg

ξ

2
=
∑
k∈Z

1

ξ + 2πk
.

3. Ïóñòü f(t) = e−at
2

, a > 0 . Äîêàæèòå, ÷òî f̂(ξ) =
√
π/a e−ξ

2/4a è íàéäèòå
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ãàóññîâûõ ôóíêöèé

gα(t) =
1

2
√
πα

e−t
2/4α, α > 0. (18)
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4. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1) åñëè f, g ∈ L1(R), òî f ∗ g ∈ L1(R) è f ∗ g = g ∗ f ;
2) åñëè f, g ∈ L1(R) è g íåïðåðûâíà íà R, òî f ∗ g íåïðåðûâíà íà R;
3) åñëè f, g, h ∈ L1(R), òî (f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h);
4) åñëè ôóíêöèÿ f ∈ L1(R) íåïðåðûâíà â òî÷êå t0 ∈ R, òî

lim
α→0

(f ∗ gα)(t0) = f(t0),

ãäå gα � ãàóññîâû ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå ïî ôîðìóëå (18).

5. Äîêàæèòå ïðàâèëà (Ï1) � (Ï4) äëÿ ôóíêöèé f, g ∈ S(R).

6. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà R, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
(8) è supp f̂ ⊂ [−b, b], ãäå a < b < 3a. Ïðîâåðüòå, ÷òî òîãäà êàðäèíàëüíûé
ðÿä ∑

k∈Z

f(kT ) sinc (a(t− kT ),

ãäå T = π/a, ñõîäèòñÿ ê çíà÷åíèÿì ôóíêöèè g, òàêîé, ÷òî

ĝ(ξ) = f̂(ξ) + f̂(ξ − 2a) + f̂(ξ + 2a) äëÿ ξ ∈ [−a, a]
è ĝ(ξ) = 0 äëÿ ξ /∈ [−3a, 3a].

7. Ïóñòü f ∈ L2(R). Äîêàæèòå, ÷òî

lim
m→∞

‖ f̂ − f̂m‖ = 0,

ãäå f̂m � ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ñðåç-ôóíêöèé

fm(t) =

{
f(t), | t| ≤ m,
0, | t| > m.

8. Ñèñòåìà íîðìàëèçîâàííûõ B-ñïëàéíîâ {Nm} îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè
N1 = χ[0,1), Nm = Nm−1 ∗N1 äëÿ m ≥ 2.

Ïîñòðîéòå ãðàôèêè B-ñïëàéíîâ N1, N2, N3 è äîêàæèòå ðàâåíñòâî

N̂m(ξ) = e−imξ/2
(

sin(ξ/2)

ξ/2

)m
.

9. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ôóíêöèè

ϕ(t) =

 t, 0 ≤ t < 1,
2− t, 1 ≤ t < 2,

0, t ∈ R \ [0, 2)

âûïîëíåíî ðàâåíñòâî∑
k∈Z

|ϕ̂(ξ + 2πk)|2 =
1

3
+

2

3
cos2

(
ξ

2

)
.
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� 2. Ïðåîáðàçîâàíèå Ãàáîðà è íåïðåðûâíîå
âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèå

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè g ∈ L2(R), óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì

‖g‖2 =

∫
R
| g(t)|2 dt > 0,

∫
R
| tg(t)|2 dt < +∞,

öåíòð m(g) è ðàäèóñ ∆(g) îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè

m(g) = ‖g‖−2
∫

R
t | g(t)|2 dt ,

∆(g) =
√
D(g) = ‖g‖−1

(∫
R
(t−m(g))2 | g(t)|2 dt

)1/2

.

×àñòîòíî-âðåìåííûì ïðÿìîóãîëüíèêîì ôóíêöèè g íàçûâàþò ìíîæåñòâî

R[g] = [m(g)−∆(g),m(g) + ∆(g)]× [m(ĝ)−∆(ĝ),m(ĝ) + ∆(ĝ)].

Ïëîùàäü ýòîãî ïðÿìîóãîëüíèêà ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ 4∆(g)∆(ĝ). Ïî ïðèíöè-
ïó íåîïðåäåëåííîñòè Ãåéçåíáåðãà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

4∆(g)∆(ĝ) ≥ 2. (1)

Â ñëó÷àå, êîãäà g ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé Ãàóññà

gα(t) =
1

2
√
πα

e−t
2/4α, α > 0,

ïîëó÷àåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèê

R[gα] = [−
√
α,
√
α]× [−(2

√
α)−1, (2

√
α)−1].

Íåðàâåíñòâî (1) ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì, òàê êàê ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà R[gα]
ðàâíà 2.

Äëÿ ôèêñèðîâàííûõ α > 0, b, ξ ∈ R, ïîëîæèì

Gα
b, ξ(t) = eiξtgα(t− b), t ∈ R.

Îòìåòèì, ÷òî ãðàôèê ôóíêöèè

gα(t− b) =
1

2
√
πα

e−(t−b)2/4α

ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé t = b, ýòà ôóíêöèÿ áåñêîíå÷íî äèôôåðåí-
öèðóåìà è áûñòðî óáûâàåò ê íóëþ ïðè |t| → ∞; êðîìå òîãî,∫

R
gα(t− b) db =

∫
R
gα(x) dx = 1.
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Ïðåîáðàçîâàíèå Ãàáîðà ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f ∈ L2(R) îïðåäåëÿåòñÿ
ðàâåíñòâîì

(Gαb f)(ξ) =

∫
R
f(t)Gα

b, ξ(t) dt (2)

èëè

(Gαb f)(ξ) =

∫
R
(f(t)gα(t− b))e−iξt dt. (3)

Ïîä çíàêîì èíòåãðàëà â ôîðìóëå (3) ôóíêöèÿ f(t) ñíà÷àëà óìíîæàåòñÿ íà
ñãëàæèâàþùóþ è ëîêàëèçàöèîííóþ ôóíêöèþ gα(t− b), à çàòåì ê ïîëó÷åííî-
ìó ïðîèçâåäåíèþ ïðèìåíÿåòñÿ îáû÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå. Ïîëó÷åííóþ
â ðåçóëüòàòå ôóíêöèþ (Gαb f)(ξ) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íåêîòîðóþ ëîêà-

ëèçàöèþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå f̂(ξ) â îêðåñòíîñòè òî÷êè b.

Ïðè ëþáîì α > 0 ÷àñòîòíî-âðåìåííîé ïðÿìîóãîëüíèê

R[Gα
b, ξ] = [b−

√
α, b+

√
α]× [ξ − (2

√
α)−1, ξ + (2

√
α)−1]

èìååò ïëîùàäü, ðàâíóþ 2 (åãî öåíòð ðàñïîëîæåí â òî÷êå (b, ξ), øèðèíà ðàâíà
2
√
α, à âûñîòà ðàâíà 1/

√
α). Ïðè α = 1/2 ýòîò ïðÿìîóãîëüíèê ÿâëÿåòñÿ

êâàäðàòîì.

Ïîëüçóÿñü ðàâåíñòâîì Ïàðñåâàëÿ � Ïëàíøåðåëÿ (1.11), èç ôîðìóëû (2)
ïîëó÷àåì

(Gαb f)(ξ) = (f,Gα
b, ξ) =

1

2π
(f̂ , Ĝα

b, ξ), (4)

ãäå
Ĝα
b, ξ(η) = e−ib(η−ξ)e−α(η−ξ).

Îòñþäà âûâîäèòñÿ ôîðìóëà, âûðàæàþùàÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãàáîðà ÷åðåç ïðå-
îáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè f :

(Gαb f)(ξ) =
e−ibξ

2
√
πα

∫
R
(eibηf̂(η))g1/4α(η − ξ) dη. (5)

Ôóíêöèÿ ψ ∈ L2(R), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ äîïóñòèìîñòè

0 < cψ :=

∫
R
|ξ|−1|ψ̂(ξ)|2 dξ < +∞, (D1)

íàçûâàåòñÿ âåéâëåòîì â L2(R). Åñëè ψ ∈ L1(R) ∩ L2(R), òî ïðåîáðàçîâàíèå

Ôóðüå ψ̂ íåïðåðûâíî íà R è èç (D1) ñëåäóåò, ÷òî

ψ̂(0) =

∫
R
ψ(t) dt = 0. (6)

Èçâåñòíî, ÷òî åñëè ê ìíîæåñòâó âñåõ ôóíêöèé ψ ∈ L2(R), óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèþ (D1), äîáàâèòü íóëåâîé ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà L2(R), òî ïîëó÷èòñÿ
ïëîòíîå â L2(R) ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî.
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Ïðèìåðû.

1) Âåéâëåò Õààðà:

ψ(t) =

 1, t ∈ [0, 1/2),
−1, t ∈ [1/2, 1),
0, t ∈ R \ [0, 1).

2) Âåéâëåò Ìàððà èëè "ìåêñèêàíñêàÿ øëÿïà":

ψ(t) = (1− t2)e−t
2/2.

3) Âåéâëåò "ôðàíöóçñêàÿ øëÿïà":

ψ(t) =

 1, | t| ≤ 1/3,
−1/2, 1/3 < | t| ≤ 1,

0, |t| > 1.

3) DOG-âåéâëåò:

ψ(t) = e−t
2/2 − 1

2
e−t

2/8.

4) Âåéâëåòû Ïàóëà:

ψm(t) =
2mimm!√
π(2m!)

(1− it)−(m+1), m ∈ N.

5) Âåéâëåòû Êîøè:

ψα(t) =
1

2π

Γ(α+ 1)

(1− it)α+1 , α > 0.

6) Âåéâëåòû Ìîðëå:

ψγ(t) = π−1/4(e−iγt − e−γ
2/2)e−t

2/2, γ ∈ R.

Îòìåòèì, ÷òî âåéâëåòû Êîøè ïðè öåëûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà α òîëüêî
ïîñòîÿííûì èíîæèòåëåì îòëè÷àþòñÿ îò ñîîòâåòñòâóþùèõ âåéâëåòîâ Ïàóëà.

Ïóñòü R∗ � ìíîæåñòâî íåíóëåâûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, ò.å. R∗ = R\{0}.
Äëÿ êàæäîé ïàðû (a, b) ∈ R∗ ×R è ïðîèçâîëüíîãî âåéâëåòà ψ ïîëîæèì

ψa,b(t) := | a|−1/2ψ((t− b)/a).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ‖ψa,b‖ = ‖ψ‖.
Íåïðåðûâíîå (èëè èíòåãðàëüíîå) âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèå ïðîèçâîëüíîé

ôóíêöèè f ∈ L2(R) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

(Wψf)(a, b) =

∫
R
f(t)ψa,b(t) dt. (7)
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Òàêèì îáðàçîì, âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèå Wψ ïåðåâîäèò ïðîèçâîëüíóþ ôóíê-
öèþ f ïðîñòðàíñòâà L2(R) â ôóíêöèþ Wψf äâóõ ïåðåìåííûõ, çàäàííóþ íà
ìíîæåñòâå R∗×R. Ïî íåðàâåíñòâó Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî ôóíêöèÿWψf îãðà-
íè÷åíà:

|(Wψf)(a, b)| ≤ ‖f‖ ‖ψ‖ äëÿ âñåõ (a, b) ∈ R∗ ×R.

Cîãëàñíî ñëåäóþùåé òåîðåìå ïî âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèþWψf ìîæíî âîñ-
ñòàíîâèòü íå òîëüêî íîðìó, íî è çíà÷åíèÿ èñõîäíîé ôóíêöèè f .

Òåîðåìà 1 (Grossman � Morlet, 1984) . Ïóñòü ôóíêöèÿ ψ ∈ L1(R)∩L2(R)
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (D1). Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f ∈ L2(R)
ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

‖f‖2 =
1

cψ

∫∫
R∗×R

|Wψf(a, b)|2da db
a2

è
lim
ε→0

‖f − fε‖ = 0,

ãäå

fε(t) =
1

cψ

∫
|a|>ε

(∫
R
Wψf(a, b)ψa,b(t) db

)
da

a2 .

Áîëåå òîãî, åñëè ôóíêöèÿ ψ íåïðåðûâíà íà R, òî

f(t) = lim
ε→0

fε(t)

â êàæäîé òî÷êå t, ãäå f íåïðåðûâíà.

Èíîãäà âìåñòî óñëîâèÿ (D1) ïðèíèìàþò óñëîâèå

0 < cstψ :=

∫ ∞

0
ξ−1|ψ̂(ξ)|2 dξ =

∫ ∞

0
ξ−1|ψ̂(−ξ)|2 dξ < +∞. (D2)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî èç (D2) ñëåäóåò (D1) ñ êîíñòàíòîé cψ = 2cstψ . Åñëè âåéâëåò

ψ âåùåñòâåííûé, òî ψ̂(ξ) = ψ̂(−ξ) è èç (D1) ñëåäóåò (D2) ñ êîíñòàíòîé cstψ =
cψ/2. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé àíàëîã òåîðåìû 1.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ôóíêöèÿ ψ ∈ L1(R) ∩ L2(R) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
(D2). Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f ∈ L2(R) ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

‖f‖2 =
1

cstψ

∫ ∞

0

(∫ ∞

−∞
|Wψf(a, b)|2 db

)
da

a2

è
lim
ε→0

‖f − f+
ε ‖ = 0,

ãäå

f+
ε (t) =

1

cstψ

∫ ∞

ε

(∫ ∞

−∞
Wψf(a, b)ψa,b(t) db

)
da

a2 .
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Áîëåå òîãî, åñëè ôóíêöèÿ ψ íåïðåðûâíà íà R, òî

f(t) = lim
ε→0

f+
ε (t)

â êàæäîé òî÷êå t, ãäå f íåïðåðûâíà.

Çàìå÷àíèå 1. Ïðè óñëîâèÿõ òåîðåìû 2 ôóíêöèÿ f âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî
ìíîæåñòâó çíà÷åíèé {Wψf(a, b) | a > 0, b ∈ R}. ×àñòî ýòà èíôîðìàöèÿ äëÿ
âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèè f îêàçûâàåòñÿ èçáûòî÷íîé. Äëÿ íåêîòîðûõ âåéâëå-
òîâ ψ ñóùåñòâóþò α0 > 1, β0 > 0 òàêèå, ÷òî äëÿ 1 < α ≤ α0, 0 < β ≤ β0,
êàæäàÿ ôóíêöèÿ f ∈ L2(R) ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä

f(t) =
∑
j,k∈Z

cj,kψ(αjt− βk)

ñ êîýôôèöèåíòàìè cj,k = Wψ(α
−j, βkα−j). Ïðè ýòîì èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

m

∑
j,k∈Z

|cj,k|2
1/2

≤ ‖f‖ ≤M

∑
j,k∈Z

|cj,k|2
1/2

, (8)

ãäå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû m è M íå çàâèñÿò îò f (î ñâÿçàííîì ñ ýòèìè
íåðàâåíñòâàìè ïîíÿòèè ôðåéìà, ñì., íàïðèìåð, â [1, ãëàâà 4], [6, ãëàâà 3]).
Â ñëó÷àå, êîãäà ψ � âåéâëåò Õààðà, ìîæíî âûáðàòü α0 = 2, β0 = 1; òîãäà
íåðàâåíñòâà (8) îáðàùàþòñÿ â ðàâåíñòâà, ïðè÷åì îáå êîíñòàíòûm èM ðàâíû
1 (ñì. �3).

Èç ôîðìóëû (7) àíàëîãè÷íî (4) èìååì

(Wψf)(a, b) = (f, ψa,b) =
1

2π
(f̂ , ψ̂a,b),

ãäå
ψ̂a,b(ξ) = | a|1/2ψ̂(aξ)e−ibξ.

Îòñþäà ñëåäóåò ôîðìóëà, âûðàæàþùàÿ íåïðåðûâíîå âåéâëåò-
ïðåîáðàçîâàíèÿ ÷åðåç ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè f :

(Wψf)(a, b) =
| a|1/2

2π

∫
R
f̂(ξ)ψ̂(aξ)eibξ dξ. (9)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ôèêñèðîâàííîì a 6= 0 îòîáðàæåíèå

(Wψf)(a, ·) : b 7→ (Wψf)(a, b)

ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè

Fa(ξ) := | a|1/2f̂(ξ)ψ̂(aξ).

43



Â òåîðèè âåéâëåòîâ îñü a ìàñøòàáèðóåòñÿ âåðòèêàëüíî, à îñü b ãîðèçîí-
òàëüíî. ×àñòîòíî-âðåìåííîé ïðÿìîóãîëüíèê ôóíêöèè ψa,b èìååò âèä

R[ψa,b] = [b+ am(ψ)− a∆(ψ), b+ am(ψ) + a∆(ψ)]×
× [m(ψ̂)/a−∆(ψ̂)/a,m(ψ̂)/a+ ∆(ψ̂)/a].

Ïðè a > 0 ýòîò ïðÿìîóãîëüíèê èìååò øèðèíó, ðàâíóþ 2a∆(ψ), è âûñîòó,

ðàâíóþ ∆(ψ̂)/a. Îòìåòèì, ÷òî øèðèíà ïðÿìîóãîëüíèêà R[ψa,b] ñóæàåòñÿ äëÿ
âûñîêèõ ÷àñòîò (a > 0 � ìàëî) è ðàñøèðÿåòñÿ äëÿ íèçêèõ ÷àñòîò ( a > 0 � âå-

ëèêî). Öåíòð ïðÿìîóãîëüíèêà R[ψa,b] ðàñïîëîæåí â òî÷êå (b+am(ψ),m(ψ̂)/a),

à åãî ïëîùàäü ðàâíà 4∆(ψ)∆(ψ̂).

Èç ôîðìóëû (9) ïî òåîðåìå Ðèìàíà � Ëåáåãà ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ Wψf
íåïðåðûâíà íà ãîðèçîíòàëüíûõ ïðÿìûõ a = const è ñòðåìèòñÿ íà íèõ ê íóëþ
ïðè | b| → +∞.

Èçó÷åíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿWψf(a, b) ïðè a→ 0 â äàííîé òî÷êå
b ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ àíàëèçà ñâîéñòâ ôóíêöèè
f â îêðåñòíîñòè òî÷êè t = b, à òàêæå â ñàìîé ýòîé òî÷êå. Èçâåñòíî, íàïðè-
ìåð, ÷òî ÷åì áîëåå ãëàäêîé â îêðåñòíîñòè òî÷êè b ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ f , òåì
áûñòðåå Wψf(a, b) ñõîäèòñÿ ê 0 ïðè a→ 0. Òåîðåìû 3 è 4 èëëþñòðèðóþò ýòî
ÿâëåíèå (äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ òåîðåì ñì., íàïðèìåð, â [6], [26]).

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ôóíêöèÿ ψ ∈ L1(R) ∩ L2(R) èìååò N íóëåâûõ ìî-
ìåíòîâ:∫

R
tlψ(t) dt = 0 äëÿ 0 ≤ l ≤ N − 1 è

∫
R
tNψ(t) dt =: µN 6= 0

è ïóñòü ∫
R
| t|N |ψ(t)| dt < +∞,

à ôóíêöèÿ f ∈ L2(R) èìååò ïðîèçâîäíóþ f (N)(t0), ãäå t0 > 0. Òîãäà

lim
a→0

|a|−N−1/2Wψf(a, t0) = µN
f (N)(t0)

N !
.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà N = 1 è a > 0. Òîãäà èç ôîðìóë∫
R
ψ(t) dt = 0,

∫
R
t ψ(t) dt = µ1 6= 0

è
f(t) = f(t0) + f ′(t0)(t− t0) + r(t), r(t) = o(t− t0) (t→ t0)

ñîãëàñíî (7) èìååì

Wψf(a, t0) = a−1/2
∫

R
[f ′(t0)(t− t0) + r(t)]ψ

(
t− t0
a

)
dt =

= a3/2
(
f ′(t0)

∫
R
τψ(τ) dτ + o(a)

)
.
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Ïîýòîìó
lim
a→0

a−3/2Wψf(a, t0) = µ1f
′(t0).

2

Ïóñòü 0 < α ≤ 1. Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò íà ïðÿìîé
R óñëîâèþ Ëèïøèöà (èëè Ã�åëüäåðà) ïîðÿäêà α è ïèøóò f ∈ H(α)(R), åñëè
ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C > 0 òàêàÿ, ÷òî

| f(t)− f(s) | ≤ C| t− s |α äëÿ âñåõ t, s ∈ R.

×åðåç H(α)(t0) îáîçíà÷àþò êëàññ ôóíêöèé f òàêèõ, ÷òî

| f(t0 + t)− f(t0) | ≤ C| t |α äëÿ âñåõ t ∈ R,

ãäå êîíñòàíòà C íå çàâèñèò îò t.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü ôóíêöèÿ ψ ∈ L2(R) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì∫
R
ψ(t) dt = 0 è

∫
R
(1 + | t |)|ψ(t)| dt < +∞, (10)

à ôóíêöèÿ f ∈ L2(R) îãðàíè÷åíà íà R, è ïóñòü 0 < α ≤ 1. Òîãäà:

(a) åñëè f ∈ H(α)(R), òî |Wψf(a, b)| ≤ C| a|α+1/2;

(b) åñëè f ∈ H(α)(t0), òî |Wψf(a, t0 + b)| ≤ C| a|1/2(| a|α + | b|α).
Äîêàæåì óòâåðæäåíèå (a). Ó÷èòûâàÿ (7) è (10), äëÿ a > 0 èìååì

Wψf(a, b) = a−1/2
∫

R
(f(t)− f(b))ψ

(
t− b

a

)
dt

è, ñëåäîâàòåëüíî,

|Wψf(a, b)| ≤ Ca−1/2
∫

R
| t− b |α

∣∣∣∣ψ(t− b

a

)∣∣∣∣ dt =

= Caα+1/2
∫

R
| y |α|ψ(y)| dy ≤ Caα+1/2,

ãäå âûïîëíåíà ïîäñòàíîâêà t = b+ ay è èñïîëüçîâàíî íåðàâåíñòâî
| y |α ≤ 1 + | y |.

2

Òåîðåìà 4 äîïóñêàåò ÷àñòè÷íîå îáðàùåíèå:

Òåîðåìà 5. Ïóñòü ôóíêöèÿ ψ ∈ L2(R) èìååò êîìïàêòíûé íîñèòåëü,
à ôóíêöèÿ f ∈ L2(R) îãðàíè÷åíà è íåïðåðûâíà íà R, è ïóñòü 0 < α < 1.
Òîãäà:

(a) åñëè |Wψf(a, b)| ≤ C| a|α+1/2, òî f ∈ H(α)(R);

(b) åñëè äëÿ íåêîòîðîãî γ

|Wψf(a, b)| ≤ C| a|γ+1/2 ðàâíîìåðíî ïî b
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è

|Wψf(a, t0 + b)| ≤ C| a|1/2
(
| a|α +

| b|α

| log | b||

)
,

òî f ∈ H(α)(t0).

Äëÿ 0 < α < 1 òåîðåìû 4 è 5 äàþò âåéâëåò-õàðàêòåðèçàöèþ êëàññîâ
H(α)(R) è H(α)(t0) (ïîäðîáíîñòè ñì. â [6, �2.9]).

Çàìå÷àíèå 2. Íåïðåðûâíîå âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèå èíîãäà íàçûâàþò
"ìàòåìàòè÷åñêèì ìèêðîñêîïîì", òàê êàê ñ åãî ïîìîùüþ óäàåòñÿ ïðîâî-
äèòü äåòàëüíûé àíàëèç ëîêàëüíûõ ñâîéñòâ ôóíêöèé. Îãðàíè÷èìñÿ çäåñü
îäíèì ïðèìåðîì. Â XIX âåêå Ðèìàí ïðåäïîëîæèë, ÷òî íåïðåðûâíàÿ 2-
ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

W (t) =
∞∑
n=1

sin(πn2t)

n2

íèãäå íå äèôôåðåíöèðóåìà. Â 1916 ã. Õàðäè äîêàçàë, ÷òî ôóíêöèÿ W (t) íå
äèôôåðåíöèðóåìà â èððàöèîíàëüíûõ è íåêîòîðûõ ðàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ. Â
1970 ã. Ãåðâåð äîêàçàë, ÷òî W (t) äèôôåðåíöèðóåìà âî âñåõ òî÷êàõ, êðîìå
òî÷åê, óêàçàííûõ Õàðäè. À èìåííî, ïðîèçâîäíàÿ W ′(t) ñóùåñòâóåò òîëüêî â
òî÷êàõ âèäà t = (2p + 1)/(2q + 1), p ∈ Z, q ∈ N. Â 1990 ã. Õîëüøíåéäåð è
×àìè÷àí ñ ïîìîùüþ íåïðåðûâíîãî âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëó÷èëè íîâîå
äîêàçàòåëüñòâî ðåçóëüòàòîâ Õàðäè � Ãåðâåðà è ïîëíîñòüþ îõàðàêòåðèçîâàëè
îñîáåííîñòè ôóíêöèè W (t) â ðàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ, ãäå îíà íå äèôôåðåíöè-
ðóåìà. Ýòè è äðóãèå ðåçóëüòàòû î ïîòî÷å÷íîé ðåãóëÿðíîñòè ôóíêöèè Ðèìàíà
ïîäðîáíî èçëîæåíû â ìîíîãðàôèÿõ [26] è [27]. Î ïðèìåíåíèÿõ íåïðåðûâíî-
ãî âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ ê àíàëèçó ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ è èññëåäîâàíèþ
äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì (à òàêæå ê íåêîòîðûì çàäà÷àì ãåîôèçèêè) ìîæíî ïðî-
÷èòàòü â êíèãå [11].

Óïðàæíåíèÿ
1. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ψ ∈ L2(R) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì∫

R
ψ(t) dt = 0 è

∫
R
| t| |ψ(t)| dt < +∞,

òî ψ ÿâëÿåòñÿ âåéâëåòîì â L2(R).

2. Ïîñòðîéòå ãðàôèêè âåéâëåòà Ìàððà è DOG-âåéâëåòà.

3. Ïóñòü g ∈ L2(R), g(k) ∈ L2(R) è ‖g(k)‖ > 0 äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî
k. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà ψ = g(k) ÿâëÿåòñÿ âåéâëåòîì â L2(R).

4. Äîêàæèòå, ÷òî âåéâëåòîì â L2(R) ÿâëÿåòñÿ ëþáàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè
e−t

2/2.
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5. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ ψ ∈ L1(R) ∩ L2(R), óäîâëåòâî-
ðÿþùàÿ óñëîâèþ ∫

R
ψ(t) dt = 0

è îáëàäàþùàÿ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì, ÿâëÿåòñÿ âåéâëåòîì â L2(R).

6. Äîêàæèòå óòâåðæäåíèå (b) òåîðåìû 4.

� 3. Êðàòíîìàñøòàáíûé àíàëèç Õààðà íà ïðÿìîé

Âåéâëåòîì Õààðà íàçûâàþò ôóíêöèþ

ψ(t) =

 1, t ∈ [0, 1/2),
−1, t ∈ [1/2, 1),
0, t ∈ R \ [0, 1).

Ñèñòåìà Õààðà {ψjk} ïîëó÷àåòñÿ èç âåéâëåòà ψ ñ ïîìîùüþ ñäâèãîâ è ðàñòÿ-
æåíèé ïî ôîðìóëå

ψjk(t) = 2j/2ψ(2jt− k), j, k ∈ Z. (1)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ∫
R
ψjk(t) dt = 0, j, k ∈ Z.

Äëÿ êàæäîãî n ∈ Z ÷èñëîâûå ïðîìåæóòêè

I
(n)
k = [k2−n, (k + 1)2−n), k ∈ Z,

íàçûâàþò äâîè÷íûìè èíòåðâàëàìè ðàíãà n. Ñïðàâåäëèâû ñâîéñòâà:
1. Äâîè÷íûå èíòåðâàëû îäíîãî ðàíãà ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî ñîâïàäà-

þò.
2. Äâîè÷íûå èíòåðâàëû ðàíãà n+ 1 ïîëó÷àþòñÿ äåëåíèåì ïîïîëàì äâîè÷-

íûõ èíòåðâàëîâ ðàíãà n (ò. å. I
(n)
k = I

(n+1)
2k ∪ I(n+1)

2k+1 äëÿ âñåõ k ∈ Z ).
3. Åñëè äâà äâîè÷íûõ èíòåðâàëà ðàçíûõ ðàíãîâ ïåðåñåêàþòñÿ, òî îäèí èç

íèõ ñîäåðæèòñÿ â äðóãîì.

Äëÿ âñåõ j, k ∈ Z èìååì

ψjk(t) =


2j/2, t ∈ I(j+1)

2k ,

−2j/2, t ∈ I(j+1)
2k+1 ,

0, t ∈ R \ I(j)
k .

Äîêàæåì ñâîéñòâî îðòîãîíàëüíîñòè ñèñòåìû Õààðà â ïðîñòðàíñòâå L2(R):

(ψjk, ψsl) = 0, åñëè j 6= s èëè k 6= l. (2)
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Åñëè I
(j)
k ∩I(s)

l = ∅, òî èç (1) ñëåäóåò, ÷òî ψjk(t) = 0 äëÿ t ∈ I(s)
l è ψsl(t) = 0

äëÿ t ∈ I(j)
k . Ïîýòîìó

(ψjk, ψsl) =

∫
I
(j)
k

ψjk(t)ψsl(t) dt+

∫
I
(s)
l

ψjk(t)ψsl(t) dt = 0

(â ÷àñòíîñòè, ýòî áóäåò ïðè j = s, k 6= l).

Ïóñòü j < s è I
(j)
k ∩I(s)

l 6= ∅. Òîãäà I(s)
l ⊂ I

(j)
k è, ñëåäîâàòåëüíî, íà èíòåðâàëå

I
(s)
l ôóíêöèÿ ψjk ïîñòîÿííà (ðàâíà 2j/2 èëè −2j/2). Çíà÷èò, â ýòîì ñëó÷àå

(ψjk, ψsk) = ± 2j/2
∫
I
(s)
l

ψsl(t) dt = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèÿ (2) äîêàçàíû. Ïîñêîëüêó

‖ψjk‖2 =

∫
R
|ψjk(t)|2 dt = 2j

∫
I
(j)
k

dt = 1,

òî ñèñòåìà Õààðà {ψjk} îðòîíîðìèðîâàíà â L2(R).

Êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè f ∈ L2(R) ïî ñèñòåìå {ψjk} èìåþò âèä

djk = (f, ψjk) = 2j/2

(∫
I
(j+1)
2k

f(t) dt−
∫
I
(j+1)
2k+1

f(t) dt

)
. (3)

Èçâåñòíî, ÷òî ñèñòåìà Õààðà {ψjk} ïîëíà â L2(R). Ïîýòîìó äëÿ ëþáîé ôóíê-
öèè f ∈ L2(R) èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå â ðÿä Ôóðüå � Õààðà:

f =
∑
j,k∈Z

djkψjk (4)

è âåðíî ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ:

‖f‖2 =
∑
j,k∈Z

‖djk‖2,

ãäå êîýôôèöèåíòû âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå (3).

Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà E ⊂ R îáîçíà÷àåòñÿ χE è îïðå-
äåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

χE(t) =

{
1, t ∈ E,
0, t ∈ R \ E.

Äëÿ ëþáûõ j, k ∈ Z ïîëîæèì

ϕjk(t) = 2j/2ϕ(2jt− k), t ∈ R, (5)
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ãäå ϕ = χ[0,1) (ýòó ôóíêöèþ ϕ íàçûâàþò ìàñøòàáèðóþùåé ôóíêöèåé Õààðà).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ϕjk(t) = 2j/2 äëÿ t ∈ I
(j)
k è ϕjk(t) = 0 äëÿ t ∈ R \ I(j)

k . Èç
îïðåäåëåíèé âèäíî, ÷òî

ϕjk(t) = 2j/2χ
I
(j)
k

(t) è ψjk(t) = 2j/2(χ
I
(j+1)
2k

(t)− χ
I
(j+1)
2k+1

(t))

äëÿ âñåõ t ∈ R. Êðîìå òîãî,

2j/2
∫

R
ϕjk(t) dt = 1, j, k ∈ Z.

Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì j ∈ Z ñèñòåìà {ϕjk| k ∈ Z } îðòîíîðìèðî-
âàíà â L2(R). Êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè f ∈ L2(R) ïî ýòîé ñèñòåìå
âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

ajk = (f, ϕjk) = 2j/2
∫
I
(j)
k

f(t) dt, k ∈ Z. (6)

Ñåìåéñòâà çàìêíóòûõ ïîäïðîñòðàíñòâ {Vj} è {Wj} ïðîñòðàíñòâà L2(R)
îïðåäåëèì ðàâåíñòâàìè

Vj := closL2(R)span {ϕjk | k ∈ Z }, Wj := closL2(R)span {ψjk | k ∈ Z }, j ∈ Z.

Îðòîãîíàëüíûå ïðîåêòîðû Pj : L2(R) → Vj è Qj : L2(R) → Wj äåéñòâóþò
ïî ôîðìóëàì

Pjf =
∑
k∈Z

ajkϕjk, Qjf =
∑
k∈Z

djkψjk, j ∈ Z, (7)

ãäå {ajk} è {djk} � êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè f ïî ñèñòåìàì {ϕjk } è
{ψjk } ñîîòâåòñòâåííî (ñì. (3), (6)).

Äëÿ ëþáîé f ∈ L2(R) èç (4) è (7) èìååì

f =
∑
j∈Z

Qjf,

ãäå ñëàãàåìûå ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî ðàçëîæå-
íèå ïðîñòðàíñòâà L2(R) â îðòîãîíàëüíóþ ïðÿìóþ ñóììó:

L2(R) =
⊕
j∈Z

Wj. (8)

Âèäíî òàêæå, ÷òî

V0 = {f ∈ L2(R) | f ïîñòîÿííà íà èíòåðâàëàõ [k, k + 1)}
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è
f ∈ Vj ⇔ f(2−j·) ∈ V0, j ∈ Z.

Çíà÷èò, âñÿêàÿ ôóíêöèÿ èç Vj ïîñòîÿííà íà äâîè÷íûõ èíòåðâàëàõ ðàíãà j.
Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ ïîëíîòó â L2(R) ìíîæåñòâà êóñî÷íî ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé
ñî ñêà÷êàìè â äâîè÷íî ðàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ k2−j, ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ

Vj ⊂ Vj+1,
⋂

Vj = {0},
⋃

Vj = L2(R). (9)

Èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîé f ∈ L2(R) âåðíû ðàâåíñòâà

lim
j→+∞

‖f − Pjf‖ = 0, lim
j→−∞

‖Pjf‖ = 0. (10)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè óâåëè÷åíèè j ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè f ≈ Pjf óáû-
âàåò ê íóëþ, à åñëè j → −∞, òî ïðîåêöèè Pjf ñòðåìÿòñÿ ê íóëåâîìó ýëåìåíòó
ïðîñòðàíñòâà L2(R).

Äëÿ ëþáîãî j ∈ Z èìååì

Vj+1 = Vj ⊕Wj, (11)

ò.å. Wj ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûì äîïîëíåíèåì Vj â Vj+1. Îòñþäà ïîëó÷àåì
ðàâåíñòâà

Pj+1f = Pjf+Qjf, ‖Pj+1f‖2 = ‖Pjf‖2 +‖Qjf‖2, f ∈ L2(R), j ∈ Z. (12)

Èíîãäà ãîâîðÿò, ÷òî Qjf ñîäåðæèò "äåòàëè", íåîáõîäèìûå äëÿ ïåðåõîäà îò
j-ãî óðîâíÿ àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè f ê áîëåå òî÷íîìó (j + 1)-ìó óðîâíþ.
Ñîîòâåòñòâåííî, ïîäïðîñòðàíñòâà {Vj} ( è êîýôôèöèåíòû {ajk}) íàçûâàþò
àïïðîêñèìèðóþùèìè, à ïîäïðîñòðàíñòâà {Wj} (è êîýôôèöèåíòû {djk}) �
äåòàëèçèðóþùèìè.

Èç ôîðìóë (3) è (6) ñëåäóþò ðàâåíñòâà

aj−1,k =
aj,2k + aj,2k+1√

2
, dj−1,k =

aj,2k − aj,2k+1√
2

(13)

è

aj,2k =
aj−1,k + dj−1,k√

2
, aj,2k+1 =

aj−1,k − dj−1,k√
2

. (14)

Ðàâåíñòâà (13) è (14) çàäàþò ñîîòâåòñòâåííî ïðÿìîå è îáðàòíîå äèñêðåòíûå
ïðåîáðàçîâàíèÿ Õààðà.

Ïðè ôèêñèðîâàííîì j è ëþáîì s ∈ N èç (12) ïîëó÷àåì

Pjf = Pj−1f +Qj−1f = · · · = Pj−sf +Qj−sf + · · ·+Qj−1f. (15)
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Ñõåìàòè÷íî:

Pjf

@
@

@
@

@R

-
Pj−1f

Qj−1f

@
@

@
@

@R

-
Pj−2f

Qj−2f

@
@

@
@

@R

-
. . . Pj−sf

. . . Qj−sf

Ðèñ. 1

Ïðèìåð 1. Ôóíêöèÿ f , çàäàííàÿ ðàâåíñòâîì

f(t) = 9χ[0,1/2)(t) + 7χ[1/2,1)(t) + 3χ[1,3/2)(t) + 5χ[3/2,2)(t), t ∈ R,

âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ìàñøòàáèðóþùóþ ôóíêöèþ Õààðà ïî ôîðìóëå

f(t) = 9ϕ(2t) + 7ϕ(2t− 1) + 3ϕ(2t− 2) + 5ϕ(2t− 3).

Ïîñêîëüêó ϕ1k(t) =
√

2ϕ(2t− k), òî

f = P1f =
3∑

k=0

a1kϕ1k,

ãäå
a10 = 9/

√
2, a11 = 7/

√
2, a12 = 3/

√
2, a13 = 5/

√
2.

Ïîëüçóÿñü ôîðìóëàìè (13), íàõîäèì

a00 =
a10 + a11√

2
= 8, d00 =

a10 − a11√
2

= 1,

a01 =
a12 + a13√

2
= 4, d01 =

a12 − a13√
2

= −1.

Çíà÷èò,

f = P0f +Q0f, ãäå P0f = 8ϕ00 + 4ϕ01, Q0f = ψ00 − ψ01.

Äàëåå, ïîâòîðíî ïðèìåíÿÿ (13), ïîëó÷àåì

a−1,0 =
a00 + a01√

2
= 6

√
2, d−1,0 =

a00 − a01√
2

= 2
√

2.
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Îòñþäà

P0f = P−1f +Q−1f, ãäå P−1f = 6
√

2ϕ−1,0, Q−1f = 2
√

2ψ−1,0.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äàííîé ôóíêöèè f ðàçëîæåíèå (15) â ñëó÷àå j = 1, s = 2
ïðèíèìàåò âèä

f(t) = 6
√

2ϕ−1,0(t) + 2
√

2ψ−1,0(t) + (ψ00(t)− ψ01(t))

èëè
f(t) = 6ϕ(t/2) + 2ψ(t/2) + (ψ(t)− ψ(t− 1)),

ãäå ϕ è ψ � ìàñøòàáèðóþùàÿ ôóíêöèÿ è âåéâëåò Õààðà.

2

Èç (10) è (15) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ f ∈ L2(R)

Pjf =
∞∑
s=1

Qj−sf, j ∈ Z. (16)

Îòñþäà ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

V0 =
∞⊕
j=1

W−j. (17)

Çíà÷èò, íàðÿäó ñ (8) èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå

L2(R) = V0

⊕(⊕
j≥0

Wj

)
. (18)

Ïðèìåð 2. Äëÿ ôóíêöèè ϕ = χ[0,1) èç ïðîñòðàíñòâà V0 â ñèëó (15) è (17)
èìååì

ϕ = P0ϕ =
∞∑
j=1

Q−jϕ =
n∑
j=1

Q−jϕ+ P−nϕ, n ∈ N.

Ñðåäè àïïðîêñèìèðóþùèõ êîýôôèöèåíòîâ {a0k} ôóíêöèè f = ϕ òîëüêî îäèí
îòëè÷åí îò íóëÿ:

a0k =

{
1, k = 0,
0, k 6= 0.

Îòñþäà è èç (13) äëÿ ëþáîãî öåëîãî j ≤ 0 íàõîäèì

aj−1,k =

{
aj,0/

√
2, k = 0,

0, k 6= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ n ∈ N

P−nϕ = a−n,0ϕ−n,0 =

(
1√
2

)n
ϕ−n,0,
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ãäå

ϕ−n,0(t) = 2−n/2ϕ(2−nt) =

{
2−n/2, t ∈ [0, 2n),
0, t ∈ R \ [0, 2n),

Òàêèì îáðàçîì, L2-íîðìà ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè ϕ ≈
∑n

j=1Q−jϕ ñîâ-
ïàäàåò ñ âåëè÷èíîé

‖P−nϕ‖ =

(
1√
2

)n
è óáûâàåò ê íóëþ ñî ñêîðîñòüþ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, â òî âðåìÿ êàê
íîñèòåëü ýòîé ïîãðåøíîñòè èìååò äëèíó 2n è íåîãðàíè÷åííî óâåëè÷èâàåòñÿ
ïðè n→∞.

2

Ïðè êîäèðîâàíèè ñèãíàëîâ àïïðîêñèìèðóþò ñòóïåí÷àòûå ôóíêöèè âèäà

f(t) = x1ϕn0(t) + x2ϕn1(t) + · · ·+ x2nϕn,2n−1(t), (19)

ãäå x1, x2, . . . , x2n � çàäàííûé íàáîð ÷èñåë. Äëÿ êàæäîé òàêîé ôóíêöèè èìååì

Pnf = f è an,k−1 = xk, k = 1, 2, . . . , 2n. (20)

Òàêèì îáðàçîì, íàòóðàëüíîå ÷èñëî n âûáèðàåòñÿ â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî óðîâ-
íÿ àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè f . Ïåðåõîä ê m-ìó óðîâíþ îñóùåñòâëÿåòñÿ äèñ-
êðåòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Õààðà:

aj−1,k =
aj,2k + aj,2k+1√

2
, dj−1,k =

aj,2k − aj,2k+1√
2

, j = n, n− 1, . . . ,m+ 1.

(21)
ãäå 0 ≤ m ≤ n − 1 è èñõîäíûå êîýôôèöèåíòû an,k−1 îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîð-
ìóëå (20). Âû÷èñëèâ êîýôôèöèåíòû ïî ôîðìóëàì (21), ïîëó÷èì ñëåäóþùåå
ðàçëîæåíèå

f = Pmf +
n−1∑
j=m

Qjf =
2m−1∑
k=0

amkϕmk +
n−1∑
j=m

2j−1∑
k=0

djkψjk. (22)

Îáðàòíûé ïåðåõîä ê óðîâíþ n îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ôîðìóëàì

aj,2k =
aj−1,k + dj−1,k√

2
, aj,2k+1 =

aj−1,k − dj−1,k√
2

, j = m+ 1,m+ 2, . . . , n.

(23)
Åñëè ÷èñëî n íåâåëèêî, òî ïðèíèìàþò m = 0 è êîäèðóþò ôóíêöèþ (19)

ñ ïîìîùüþ êîýôôèöèåíòîâ a0,0, dj,k, ãäå 0 ≤ j ≤ n − 1, 0 ≤ k ≤ 2j − 1.
Ôîðìóëû (23) ïîçâîëÿþò â ýòîì ñëó÷àå òî÷íî âîññòàíîâèòü âñå èñõîäíûå êî-
ýôôèöèåíòû an,k−1 è òåì ñàìûì ôóíêöèþ f .

Â ñëó÷àå áîëüøîãî n âûáèðàþò m > 1 è êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ

Pmf =
2m−1∑
k=0

am, kϕm, k (24)

53



íóìåðóþò â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ èõ àáñîëþòíûõ âåëè÷èí:

|am,π(0)| ≥ |am,π(1)| ≥ · · · ≥ |am,π(2m−1)|.

Çäåñü π � áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà {0, 1, . . . , 2m − 1} íà ñåáÿ (ò.å.
íåêîòîðàÿ ïåðåñòàíîâêà ýòîãî ìíîæåñòâà). Ïîñëå ýòîãî çàäàþò ìàëîå ÷èñëî
ε > 0 è çàìåíÿþò íóëÿìè òå êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ (24), ìîäóëè êîòîðûõ
ìåíüøå ε. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ àïïðîêñèìàöèÿ:

Pmf ≈
s∑

k=0

am,π(k)ϕm, k, (25)

ãäå ÷èñëî s íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ

s = min { l | 0 ≤ l ≤ 2m − 1 è |am,π(k)| < ε äëÿ âñåõ k > l}.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ f , çàäàííàÿ ôîðìóëîé (19), êîäèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ
íàáîðîâ êîýôôèöèåíòîâ

{ am,π(k) | 0 ≤ k ≤ s } è {dj,k | m− 1 ≤ j ≤ n− 1, 0 ≤ k ≤ 2j − 1 }.

Ïðèáëèæåííîå âîññòàíîâëåíèå ôóíêöèè f âíîâü îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ
ôîðìóë (23), íî ïðè ýòîì íà ïåðâîì øàãå ÷àñòü êîýôôèöèåíòîâ am, k çàìåíÿ-
åòñÿ íóëÿìè ïî óêàçàííîìó ε-êðèòåðèþ.

Â çàêëþ÷åíèå ïàðàãðàôà ïðèâåäåì ïñåâäîêîäîâûå ïðîöåäóðû (ñì. [17,
ñ.35]), ðåàëèçóþùèå ïðÿìîå è îáðàòíîå äèñêðåòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Õààðà.
Ïàðàìåòð m âûáèðàåòñÿ êàê â ôîðìóëàõ (21).

procedure Decomposition (c: array [1 . . . 2j] of reals)
g = 2j

while g ≥ 2m+1 do
DecompositionStep(c[1 . . . g])
g = g/2
end while

end procedure;

procedure DecompositionStep (c: array [1 . . . 2j] of reals)
for i = 1 to 2j/2 do
c′[i] = (c[2i− 1] + c[2i])/

√
2

c′[2j/2 + i] = (c[2i− 1]− c[2i])/
√

2
end for
c = c′

end procedure.
Îòìåòèì, ÷òî â ïðîöåäóðå DecompositionStep àïïðîêñèìèðóþùèå êîýôôè-

öèåíòû íà êàæäîì øàãå ïîìåùàþòñÿ íà ïåðâûå g/2 ìåñò.
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Èñõîäíûå äàííûå âîññòàíàâëèâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ äâóõ ïñåâäî-
êîäîâûõ ïðîöåäóð.

procedure Reconstruction (c: array [1 . . . 2j] of reals)
g = 2m+1

while g ≤ 2j do
ReconstructionStep(c[1 . . . g])
g = 2g
end while

end procedure;

procedure ReconstructionStep (c: array [1 . . . 2j] of reals)
for i = 1 to 2j/2 do
c′[2i− 1] = (c[i] + c[2j/2 + i])/

√
2

c′[2i] = (c[i]− c[2j/2 + i])/
√

2
end for
c = c′

end procedure.
Äëÿ äàëüíåéøåãî èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ ñèñòåìû Õààðà ðåêîìåíäóþòñÿ êíèãè

[3], [4] è [8]. Â ìîíîãðàôèÿõ [12], [17] è [19] äèñêðåòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Õààðà
(è èõ âåéâëåòíûå îáîáùåíèÿ) ýôôåêòèâíî ïðèìåíÿþòñÿ ê çàäà÷àì êîäèðîâà-
íèÿ èíôîðìàöèè è àíàëèçó ñèãíàëîâ.

Óïðàæíåíèÿ
1. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè äâà äâîè÷íûõ èíòåðâàëà ðàçíûõ ðàíãîâ ïåðåñåêà-

þòñÿ, òî îäèí èç íèõ ñîäåðæèòñÿ â äðóãîì.

2. Äîêàæèòå ïîëíîòó ñèñòåìû Õààðà â L2(R).

Óêàçàíèå. Âîñïîëüçóéòåñü òåì, ÷òî ìíîæåñòâî íåïðåðûâíûõ ôèíèòíûõ íà
R ôóíêöèé ïëîòíî â L2(R), à òàêæå òåì, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

ïðîèçâîëüíîãî äâîè÷íîãî èíòåðâàëà I
(s)
l àïïðîêñèìèðóåòñÿ (êàê â ïðèìåðå 2)

ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ôóíêöèé ñèñòåìû Õààðà.

3. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ëþáîì 1 ≤ p <∞ ñèñòåìà Õààðà ïîëíà â ïðîñòðàí-
ñòâàõ Lp[0, 1] è Lp(R).

4. Ïóñòü ñèñòåìà {ϕjk} îïðåäåëåíà ïî ôîðìóëå (5). Ïîñòðîéòå ãðàôèêè
íåñêîëüêèõ ôóíêöèé ýòîé ñèñòåìû. Äîêàæèòå, ÷òî (ϕjk, ϕj l) = 0 äëÿ âñåõ
k 6= l.

5. Ïóñòü

V0 = {f ∈ L2(R) | äëÿ êàæäîãî k ∈ Z ôóíêöèÿ f ïîñòîÿííà íà [k, k + 1)}

è
f ∈ Vj ⇔ f(2−j·) ∈ V0, j ∈ Z.
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Äîêàæèòå, ÷òî

Vj ⊂ Vj+1,
⋂

Vj = {0},
⋃

Vj = L2(R).

6. Ïðèâåäèòå ãðàôè÷åñêèå èëëþñòðàöèè ê ïðèìåðàì 1 è 2.

7. Äëÿ ôóíêöèè

f(t) = 5χ[ 0,1/2)(t) + χ[1/2,1)(t), t ∈ R,

íàéäèòå ïðîåêöèè P0f è Q0f . Ïîñòðîéòå ãðàôèêè ýòèõ ïðîåêöèé è óáåäèòåñü,
÷òî f = P0f +Q0f .

8. Äëÿ ôóíêöèè

f(t) = 5χ[ 0,1/4)(t) + 3χ[1/4,3/4)(t) + χ[3/4,1)(t), t ∈ R,

íàéäèòå âåéâëåò-ðàçëîæåíèÿ

f = P1f +Q1f

è
f = P0f +Q0f +Q1f.

Ïðèâåäèòå ãðàôè÷åñêèå èëëþñòðàöèè ýòèõ ðàçëîæåíèé.

9. Äëÿ ôóíêöèè

f(t) = ϕ3,0(t)− 3ϕ3,2(t) + 2ϕ3,3(t) + ϕ3,4(t) + ϕ3,6(t) + 2ϕ3,7(t), t ∈ R,

íàéäèòå âåéâëåò-ðàçëîæåíèå

f = P0f +
2∑
j=0

Qjf.

10. Íàïèøèòå ïðîãðàììó äëÿ àíàëèçà è ñèíòåçà ìàññèâà äàííûõ
x1, x2, . . . , x2n, îñíîâàííóþ íà ôîðìóëàõ (21) è (23) ïðè m = 0. Êàê ìî-
äèôèöèðóåòñÿ ýòà ïðîãðàììà ïðè ïåðåõîäå ê ñëó÷àþ m > 1 è ïðèìåíåíèè
àïïðîêñèìàöèé âèäà (25)?
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� 4. Êðàòíîìàñøòàáíûé àíàëèç â L2(R)

Îïðåäåëåíèå 1. Êðàòíîìàñøòàáíûì àíàëèçîì â L2(R) íàçûâàåòñÿ
ñåìåéñòâî çàìêíóòûõ ïîäïðîñòðàíñòâ Vj ⊂ L2(R), j ∈ Z , óäîâëåòâîðÿþùèõ
ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(i) Vj ⊂ Vj+1 äëÿ j ∈ Z ;

(ii)
⋃
Vj = L2(R) è

⋂
Vj = {0};

(iii) f(·) ∈ Vj ⇐⇒ f(2 ·) ∈ Vj+1 äëÿ j ∈ Z ;
(iv) f(·) ∈ V0 =⇒ f(· − k) ∈ V0 äëÿ k ∈ Z ;
(v) ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ ϕ ∈ L2(R) òàêàÿ, ÷òî ñèñòåìà {ϕ(· − k) : k ∈

Z} ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì â V0.

Ñîãëàñíî (i), ñåìåéñòâî {Vj} ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëî-

æåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ. Ðàâåíñòâî
⋃
Vj = L2(R) îçíà÷àåò, ÷òî îáúåäèíå-

íèå ïîäïðîñòðàíñòâ Vj, j ∈ Z , ïëîòíî â L2(R). Ïóñòü Wj � îðòîãîíàëüíîå
äîïîëíåíèå Vj â Vj+1, ò.å.

Vj+1 = Vj ⊕Wj, j ∈ Z . (1)

Èç ñâîéñòâ (i) è (ii) ñëåäóþò ðàâåíñòâà

L2(R) =
⊕
j∈Z

Wj = V0

⊕(⊕
j≥0

Wj

)
. (2)

Ñâîéñòâî (iii) ïîçâîëÿåò ïî îäíîìó ïîäïðîñòðàíñòâó V0 âîñïðîèçâåñòè âñå
ñåìåéñòâî {Vj}. Äåéñòâèòåëüíî, ïî ýòîìó ñâîéñòâó

f(·) ∈ V0 ⇐⇒ f(2j ·) ∈ Vj äëÿ âñåõ j ∈ Z .

Ñîãëàñíî (iii) è (iv) èìååì

f(·) ∈ Vj ⇐⇒ f(· − 2−jk) ∈ Vj äëÿ âñåõ k ∈ Z ,

ò.å. Vj èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ íà 2−jk.

Èç ñâîéñòâ (iii) è (v) ñëåäóåò, ÷òî ñèñòåìà ôóíêöèé

ϕ1k(t) =
√

2ϕ(2t− k), k ∈ Z ,

ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì ïîäïðîñòðàíñòâà V1. Ïîñêîëüêó ϕ ∈
V0 ⊂ V1, ôóíêöèÿ ϕ ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä Ôóðüå ïî ýòîé ñèñòåìå:

ϕ =
∑
k∈Z

(ϕ, ϕ1k)ϕ1k. (3)

Îïðåäåëåíèå 2. Ìàñøòàáèðóþùåé ôóíêöèåé â L2(R) íàçûâàþò ôóíê-
öèþ ϕ èç L2(R) òàêóþ, ÷òî

ϕ(t) =
∑
k∈Z

ckϕ(2t− k), (4)
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ãäå {ck} � íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç l2.
Ñîãëàñíî (3), äëÿ ôóíêöèè ϕ èç óñëîâèÿ (v) îïðåäåëåíèÿ 1 ðàâåíñòâî (4)

âûïîëíåíî ñ êîýôôèöèåíòàìè ck =
√

2 (ϕ, ϕ1k). Êðîìå òîãî, èç îðòîíîðìèðî-
âàííîñòè ñèñòåìû {ϕ(· − k) : k ∈ Z} âûâîäèòñÿ ðàâåíñòâî∑

k∈Z

ckc̄k−2l = 2 δ0,l (è, â ÷àñòíîñòè,
∑
k∈Z

| ck|2 = 2).

Ôóíêöèþ ϕ èç óñëîâèÿ (v) îïðåäåëåíèÿ 1 íàçûâàþò ìàñøòàáèðóþùåé
ôóíêöèåé êðàòíîìàñøòàáíîãî àíàëèçà {Vj}.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ck} èç l2 ðàâåíñòâî (4) ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ϕ. Ýòî óðàâíåíèå
íàçûâàþò ìàñøòàáèðóþùèì óðàâíåíèåì äëÿ ϕ.

Îïðåäåëåíèå 3. Îðòîãîíàëüíûì âåéëåòîì â L2(R) íàçûâàåòñÿ ôóíê-
öèÿ ψ òàêàÿ, ÷òî ôóíêöèè

ψj,k(t) = 2j/2ψ(2jt− k), j, k ∈ Z , (5)

îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â L2(R).

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ψ � îðòîãîíàëüíûé âåéâëåò â L2(R), òî ñèñòåìà
{ψj,k} îðòîíîðìèðîâàíà è âñÿêàÿ ôóíêöèÿ f ∈ L2(R) ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä Ôó-
ðüå ïî ýòîé ñèñòåìå:

f =
∑
j,k∈Z

(f, ψj,k)ψj,k.

Äëÿ êàæäîé ìàñøòàáèðóþùåé ôóíêöèè ϕ ïîëàãàþò

ϕj,k(t) = 2j/2ϕ(2jt− k), j, k ∈ Z , (6)

è
Vj = span {ϕj,k : k ∈ Z}, j ∈ Z . (7)

Äëÿ øèðîêîãî êëàññà ìàñøòàáèðóþùèõ ôóíêöèé ñîîòâåòñòâóþùèå èì îð-
òîãîíàëüíûå âåéâëåòû îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå, ïðèâåäåííîé â ñëåäóþùåé
òåîðåìå.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ϕ � ìàñøòàáèðóþùàÿ ôóíêöèÿ â L2(R), óäîâëåòâî-
ðÿþùàÿ óðàâíåíèþ (4), è ïóñòü ñåìåéñòâî ïîäïîñòðàíñòâ {Vj} îïðåäåëåíî
ïî ôîðìóëå (7). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà {ϕ(· − k) : k ∈ Z} îðòîíîð-
ìèðîâàíà â L2(R) è îáúåäèíåíèå ïîäïðîñòðàíñòâ Vj ïëîòíî â L

2(R), ò.å.⋃
Vj = L2(R). (8)

Òîãäà ñåìåéñòâî {Vj} ÿâëÿåòñÿ êðàòíîìàñøòàáíûì àíàëèçîì â L2(R), à
ôóíêöèÿ ψ, çàäàííàÿ ôîðìóëîé

ψ(t) =
∑
k∈Z

(−1)kc̄1−kϕ(2t− k), (9)
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ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûì âåéâëåòîì â L2(R).

Îòìåòèì, ÷òî îðòîãîíàëüíûé âåéâëåò ïî ìàñøòàáèðóþùåé ôóíêöèè ϕ
îïðåäåëÿåòñÿ íåîäíîçíà÷íî (ñì. íèæå çàìå÷àíèå 2). Èìååò ìåñòî ñëåäóþ-
ùèé êðèòåðèé îðòîíîðìèðîâàííîñòè â L2(R) ñèñòåìû öåëî÷èñëåííûõ ñäâèãîâ
ôóíêöèè ϕ.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü ϕ ∈ L2(R). Cèñòåìà {ϕ(· − k) : k ∈ Z}
îðòîíîðìèðîâàíà â L2(R) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà∑

k∈Z

|ϕ̂(ξ + 2πk)|2 = 1 äëÿ ï.â. ξ ∈ R. (10)

Ñëåäóþùèå äâà ïðåäëîæåíèÿ ñîäåðæàò óñëîâèÿ, äîñòàòî÷íûå äëÿ ñïðà-
âåäëèâîñòè ðàâåíñòâà (8).

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü ìàñøòàáèðóþùàÿ ôóíêöèÿ ϕ óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ îðòîãîíàëüíîñòè (10), à ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ϕ̂ îãðàíè÷åíî íà R
è íåïðåðûâíî â îêðåñòíîñòè íóëÿ, ïðè÷åì ϕ̂(0) 6= 0. Òîãäà âåðíî ðàâåíñòâî
(8).

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü ìàñøòàáèðóþùàÿ ôóíêöèÿ ϕ óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ îðòîãîíàëüíîñòè (10) è ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C > 0 òàêàÿ,
÷òî

|ϕ(t)| ≤ C

1 + t2
äëÿ âñåõ t ∈ R

(â ÷àñòíîñòè, ϕ ìîæåò èìåòü êîìïàêòíûé íîñèòåëü íà R). Òîãäà ðà-
âåíñòâî (8) ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ | ϕ̂(0)| = 1.

Â ñâÿçè ñ ïðåäëîæåíèåì 3 ïðèíèìàþò ñëåäóþùåå óñëîâèå íîðìèðîâêè:∫
R
ϕ(t) dt = ϕ̂(0) = 1. (11)

Ïðè óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî j ñèñòåìà {ψjk :
k ∈ Z } ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà Wj. Îðòîãî-
íàëüíûå ïðîåêòîðû Pj : L2(R) → Vj è Qj : L2(R) → Wj äëÿ êàæäîãî
j ∈ Z îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè

Pjf =
∑
k

ajkϕjk, ajk = (f, ϕjk),

è
Qjf =

∑
k

djkψjk, djk = (f, ψjk).

Äëÿ ëþáîé f ∈ L2(R) ñîãëàñíî (1) èìååì

Pj+1f = Pjf +Qjf, ‖Pj+1f‖2 = ‖Pjf‖2 + ‖Qjf‖2, j ∈ Z . (12)
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Èíîãäà ãîâîðÿò, ÷òî Qjf ñîäåðæèò "äåòàëè", íåîáõîäèìûå äëÿ ïåðåõîäà îò
j-ãî óðîâíÿ àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè f ê áîëåå òî÷íîìó (j + 1)-ìó óðîâíþ.
Ñîîòâåòñòâåííî, ïîäïðîñòðàíñòâà {Vj} ( è êîýôôèöèåíòû {ajk}) íàçûâàþò
àïïðîêñèìèðóþùèìè, à ïîäïðîñòðàíñòâà {Wj} (è êîýôôèöèåíòû {djk}) �
äåòàëèçèðóþùèìè.

Ïðè ôèêñèðîâàííîì j è ëþáîì s ∈ N èç ðàâåíñòâ (12) ïîëó÷àåì

Pjf = Pj−1f +Qj−1f = · · · = Pj−sf +Qj−sf + · · ·+Qj−1f (13)

(ñõåìàòè÷íî ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê â ñëó÷àå Õààðà; ñì.
Ðèñ. 1).

Èç ñîîòíîøåíèé ⋃
Vj = L2(R) è

⋂
Vj = {0}

ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîé f ∈ L2(R) èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

lim
j→+∞

‖f − Pjf‖ = 0 è lim
j→−∞

‖Pjf‖ = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè óâåëè÷åíèè j ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè f ≈ Pjf óáû-
âàåò ê íóëþ, à åñëè j → −∞, òî ïðîåêöèè Pjf ñòðåìÿòñÿ ê íóëåâîìó ýëåìåíòó
ïðîñòðàíñòâà L2(R).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü f ∈ L2(R) è ïóñòü hk = (ϕ, ϕ1k), gk = (ψ, ϕ1k),
k ∈ Z , ãäå ìàñøòàáèðóþùàÿ ôóíêöèÿ ϕ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû
1, à âåéâëåò ψ çàäàí ïî ôîðìóëå (9). Åñëè èçâåñòíû êîýôôèöèåíòû ajk
ðàçëîæåíèÿ

Pjf =
∑
k∈Z

ajkϕjk,

òî êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèé

Pj−1f =
∑
k∈Z

aj−1,kϕj−1,k, Qj−1f =
∑
k∈Z

dj−1,kψj−1,k,

âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

aj−1,k =
∑
l

h̄l−2kajl, dj−1,k =
∑
l

ḡl−2kaj l. (14)

Îáðàòíî, åñëè èçâåñòíû êîýôôèöèåíòû aj−1,k è dj−1,k, òî êîýôôèöèåíòû
ajl âîññòàíàâëèâàþòñÿ ïî ôîðìóëå

aj l =
∑
k

(hl−2kaj−1,k + gl−2kdj−1,k). (15)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî (4) è (9), äëÿ êîýôôèöèåíòîâ â ôîðìóëàõ
(14) è (15) èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà hk = ck/

√
2, gk = (−1)kh̄1−k. Ó÷èòûâàÿ

(3), èìååì ðàçëîæåíèÿ

ϕ(t) =
√

2
∑
l∈Z

hlϕ(2t− l) (16)

è
ψ(t) =

√
2
∑
l∈Z

glϕ(2t− l). (17)

Ïîëüçóÿñü (16), äëÿ ëþáûõ j, k ∈ Z èìååì

2(j−1)/2ϕ(2j−1t− k) = 2j/2
∑
l∈Z

hlϕ(2jt− (2k + l))

è, ñëåäîâàòåëüíî,

ϕj−1,k =
∑
l∈Z

hlϕj,2k+l,

ò.å.
ϕj−1,k =

∑
l∈Z

hl−2kϕj,l. (18)

Àíàëîãè÷íî èç (17) âûâîäèòñÿ ðàâåíñòâî

ψj−1,k =
∑
l∈Z

gl−2kϕj,l. (19)

Ñîãëàñíî (18) èìååì

aj−1,k = (f, ϕj−1,k) =
∑
l∈Z

h̄l−2k(f, ϕj,l) =
∑
l∈Z

h̄l−2kaj,l.

Àíàëîãè÷íî èç (19) âûâîäèì

dj−1,k = (f, ψj−1,k) =
∑
l∈Z

ḡl−2k(f, ϕj,l) =
∑
l∈Z

ḡl−2kaj,l.

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëû (14) äîêàçàíû.
Äîêàæåì (15). Ñîãëàñíî (18) è (19)

hl−2k = (ϕj−1,k, ϕj,k), gl−2k = (ψj−1,k, ϕj,k). (20)

Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî ðàçíîñòü f − Pjf îðòîãîíàëüíà ïîäïðîñòðàíñòâó Vj, è
ïðèìåíÿÿ (3), èìååì

aj l = (f, ϕj,l) = (Pjf, ϕj,l) = (Pj−1f, ϕj,l) + (Qj−1f, ϕj,l).

Ó÷èòûâàÿ (20), îòñþäà ïî îïðåäåëåíèþ îïåðàòîðîâ Pj−1 è Qj−1 ïîëó÷àåì

aj l =
∑
k

aj−1,k(ϕj−1,k, ϕj,l) +
∑
k

dj−1,k(ψj−1,k, ϕj,l) =
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=
∑
k

aj−1,khl−2k+ =
∑
k

dj−1,kgl−2k,

ò.å. âåðíà ôîðìóëà (15).
2

Ïðèìåð 1. Â ñëó÷àå Õààðà ϕ = χ[0,1) è

ϕ(t) = ϕ(2t) + ϕ(2t− 1), ψ(t) = ϕ(2t)− ϕ(2t− 1).

Îòñþäà âèäíî, ÷òî g0 = h0 = h1 = 1/
√

2, g1 = −1/
√

2, à âñå îñòàëüíûå
êîýôôèöèåíòû hk è gk ðàâíû íóëþ. Èç ôîðìóë (14) è (15) ïîëó÷àåì

aj−1,k =
aj,2k + aj,2k+1√

2
, dj−1,k =

aj,2k − aj,2k+1√
2

(21)

è

aj,2k =
aj−1,k + dj−1,k√

2
, aj,2k+1 =

aj−1,k − dj−1,k√
2

. (22)

Ðàâåíñòâà (21) è (22) çàäàþò ñîîòâåòñòâåííî ïðÿìîå è îáðàòíîå äèñêðåòíûå
ïðåîáðàçîâàíèÿ Õààðà (ñì. � 3).

2

Ïðèìåð 2. Îäíà èç ìàñøòàáèðóþùèõ ôóíêöèé Äîáåøè ÿâëÿåòñÿ ðåøå-
íèåì ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ

ϕ(t) =
√

2
3∑

k=0

hkϕ(2t− k)

ñ êîýôôèöèåíòàìè

h0 =
1 +

√
3

4
√

2
, h1 =

3 +
√

3

4
√

2
, h2 =

3−
√

3

4
√

2
, h3 =

1−
√

3

4
√

2
. (23)

Ýòà ôóíêöèÿ ϕ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 1, íåïðåðûâíà íà R è èìååò
íîñèòåëü suppϕ = [0, 3]. Íåíóëåâûå êîýôôèöèåíòû gk ñâÿçàíû ñ êîýôôèöè-
åíòàìè (23) ðàâåíñòâàìè

g−2 = h3, g−1 = −h2, g0 = h1, g1 = −h0,

à ôîðìóëû (14) ïðèíèìàþò âèä

aj−1,k = h0aj,2k + h1aj,2k+1 + h2aj,2k+2 + h3aj,2k+3,

dj−1,k = −h0aj,2k + h1aj,2k+1 − h2aj,2k+2 + h3aj,2k+3.

2
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Çàìå÷àíèå 1. Åñëè ÷èñëî íåíóëåâûõ êîýôôèöèåíòîâ â óðàâíåíèè (4)
êîíå÷íî, òî ïðÿìûå è îáðàòíûå äèñêðåòíûå âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîãóò
áûòü çàäàíû â ìàòðè÷íîé ôîðìå:

Ajāj = āj−1, Djāj = d̄j−1, j = n, n− 1, . . . , n− s, (24)

è
āj = A∗j āj−1 +D∗

j d̄j−1, j = n− s, n− s+ 1, . . . , n, (25)

ãäå n � íà÷àëüíûé óðîâåíü àïïðîêñèìàöèè, ìàòðèöû Aj è Dj íàõîäÿòñÿ èç
ôîðìóë (15), A∗j , D

∗
j � ìàòðèöû, êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûå ê Aj è Dj.

Ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ê îáåèì ÷àñòÿì ìàñøòàáèðóþùåãî óðàâ-
íåíèÿ (4). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

ϕ̂(ξ) = H(ξ/2)ϕ̂(ξ/2), (26)

ãäå

H(ξ) =
1√
2

∑
k∈Z

hke
−ikξ, hk =

ck√
2
. (27)

Ïîäñòàâëÿÿ (26) â (10), ðàçëàãàÿ ïîëó÷åííóþ ñóììó íà äâå ñóììû ñ ÷åòíû-
ìè è íå÷åòíûìè èíäåêñàìè è ïîëüçóÿñü 2π-ïåðèîäè÷íîñòüþ ôóíêöèè H(ξ),
ïîëó÷àåì, ÷òî

|H(ξ)|2 + |H(ξ + π)|2 = 1 äëÿ ï.â. ξ ∈ R. (28)

Ïðè óñëîâèè ϕ̂(0) 6= 0 (ñì. ïðåäëîæåíèÿ 2 è 3) èç (26) è (28) ñëåäóåò, ÷òî

H(0) = 1 è H(π) = 0. (29)

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî s ∈ N èç ðàâåíñòâà (26) èìååì

ϕ̂(ξ) = ϕ̂(ξ/2s)
s∏
j=1

H(ξ/2j).

Îòñþäà âèäíî, ÷òî åñëè áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå

∞∏
j=1

H(ξ/2j) (30)

ñõîäèòñÿ è ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
j→+∞

ϕ̂(ξ/2j) = c 6= 0,

òî

ϕ̂(ξ) = c

∞∏
j=1

H(ξ/2j).
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Â ÷àñòíîñòè, åñëè ôóíêöèÿ ϕ̂(ξ) íåïðåðûâíà â îêðåñòíîñòè íóëÿ, òî

ϕ̂(ξ) = ϕ̂(0)
∞∏
j=1

H(ξ/2j). (31)

Ïðè óñëîâèè íîðìèðîâêè (11) ðàâåíñòâî (31) ïðèíèìàåò âèä

ϕ̂(ξ) =
∞∏
j=1

H(ξ/2j). (32)

Ïðåäëîæåíèå 4. Ñïðàâåäëèâû ñâîéñòâà:

1. Ïóñòü ôóíêöèÿ H(ξ) çàäàíà ïî ôîðìóëå (27). Åñëè H(0) = 1 è∑
k∈Z |hk| |k|ε < ∞ äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0, òî ïðîèçâåäåíèå (30) ñõîäèòñÿ

ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâàõ èç R.
2. Åñëè 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ H(ξ) îáëàäàåò ñâîéñòâîì (28), à ïðî-

èçâåäåíèå (30) ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè F (ξ) äëÿ ïî÷òè âñåõ ξ ∈ R, òî F ∈
L2(R) è ||F || ≤ 1.

3. Ïóñòü 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ H(ξ) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà
íà R è îáëàäàåò ñâîéñòâîì (28) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî H(0) = 1 è H(ξ) 6= 0
äëÿ âñåõ ξ ∈ [−π/2, π/2]. Òîãäà ñóøåñòâóåò ôóíêöèÿ ϕ ∈ L2(R) òàêàÿ, ÷òî
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (22) è ñèñòåìà {ϕ(· − k) : k ∈ Z} îðòîíîðìèðîâàíà
â L2(R).

Ïðèìåíèì òåïåðü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ê îáåèì ÷àñòÿì ðàâåíñòâà (9). Â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ôîðìóëó

ψ̂(ξ) = G(ξ/2)ϕ̂(ξ/2), (33)

ãäå

G(ξ) =
1√
2

∑
k∈Z

gke
−ikξ, gk = (−1)kh̄1−k . (34)

Èç ôîðìóë (27) è (34) âèäíî, ÷òî

G(ξ) = e−iξH(ξ + π). (35)

Ó÷èòûâàÿ (28), çàìå÷àåì, ÷òî ìàòðèöà(
H(ξ) H(ξ + π)
G(ξ) G(ξ + π)

)
(36)

ÿâëÿåòñÿ óíèòàðíîé äëÿ ï.â. ξ ∈ R.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ψ èìååò N íóëåâûõ ìîìåíòîâ, åñëè∫
R
tlψ(t) dt = 0 äëÿ 0 ≤ l ≤ N − 1 è

∫
R
tNψ(t) dt 6= 0. (37)
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Ïðè óñëîâèè àáñîëþòíîé èíòåãðèðóåìîñòè ôóíêöèé tlψ(t), 0 ≤ l ≤ N , ôîð-
ìóëû (37) ýêâèâàëåíòíû ñëåäóþùèì

ψ̂(0) = ψ̂′(0) = · · · = ψ̂(N−1)(0) = 0 è ψ̂(N)(0) 6= 0. (38)

Ñîãëàñíî (33) è (35) èìååì

ψ̂(ξ) = e−iξ/2H(ξ/2 + π)ϕ̂(ξ/2). (39)

Ïîñêîëüêó ϕ̂(0) 6= 0, èç (38) è (39) ñëåäóåò, ÷òî

H(π) = H ′(π) = · · · = H(N−1)(π) = 0 è H(N)(π) 6= 0, (40)

ò.å. ÷èñëî π ÿâëÿåòñÿ íóëåì êðàòíîñòè N ôóíêöèè H(ξ).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà N − 1 ðàç â
îêðåñòíîñòè òî÷êè t0. Òîãäà ïî ôîðìóëå Òåéëîðà

f(t) = f(t0) + f ′(t0)(t− t0) + · · ·+ f (N−1)(t0)

(N − 1)!
(t− t0)

N−1 + β(t)(t− t0)
N−1,

ãäå β(t) → 0 ïðè t → t0. Åñëè îðòîãîíàëüíûé âåéâëåò ψ èìååò N íóëåâûõ
ìîìåíòîâ, òî ∫

R
(t− t0)

lψj,k(t) dt = 0 äëÿ 0 ≤ l ≤ N − 1

è, ñëåäîâàòåëüíî,

dj,k = (f, ψj,k) =

∫
R
β(t)(t− t0)

N−1ψj,k(t) dt. (41)

Èçâåñòíî, ÷òî åñëè îðòîãîíàëüíûé âåéâëåò ψ ïðèíàäëåæèò êëàññó CN−1(R)
è èìååò êîìïàêòíûé íîñèòåëü, òî ψ èìååò N íóëåâûõ ìîìåíòîâ. Îòñþäà è èç
ôîðìóëû (41) âèäíî, ÷òî dj,k → 0 ïðè j → +∞, ïðè÷åì ñêîðîñòü óáûâàíèÿ
êîýôôèöèåíòîâ dj,k ê íóëþ òåì âûøå, ÷åì áîëüøå ïðîèçâîäíûõ â îêðåñòíîñòè
òî÷êè t0 èìåþò f è ψ. Òàêèì îáðàçîì, äåòàëèçèðóþùèå êîýôôèöèåíòû dj,k
ïðè áîëüøèõ j áëèçêè ê íóëþ â îêðåñòíîñòè òî÷åê, ãäå ôóíêöèÿ f ãëàäêàÿ.
Ýòî ñâîéñòâî èãðàåò âàæíóþ ðîëü ïðè ëîêàëèçàöèè îñîáåííîñòåé ñèãíàëîâ ñ
ïîìîùüþ âåéâëåòîâ.

Çàìå÷àíèå 2. Èíîãäà âìåñòî ôîðìóëû (9) âåéâëåò ψ îïðåäåëÿåòñÿ ïî
ôîðìóëå

ψ(t) =
√

2
∑
k∈Z

gkϕ(2t− k),

ãäå gk = (−1)k+1h̄−k−1 èëè gk = (−1)kh̄N−k. Ñîîòâåòñòâåííî, âìåñòî ôóíêöèè
(35) â ôîðìóëå (33) áåðóò îäíó èç ñëåäóþùèõ ôóíêöèé

G(ξ) = eiξH(ξ + π) èëè G(ξ) = e−iNξH(ξ + π). (42)
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Âîîáùå, åñëè ϕ � ìàñøòàáèðóþùàÿ ôóíêöèÿ íåêîòîðîãî êðàòíîìàñøòàáíî-
ãî àíàëèçà â L2(R) , òî îðòîãîíàëüíûì âåéâëåòîì â L2(R) ÿâëÿåòñÿ ëþáàÿ
ôóíêöèÿ ψ, ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå êîòîðîé ïðåäñòàâèìî ïî ôîðìóëå

ψ̂(ξ) = eiγ(ξ/2)H(ξ/2 + π)ϕ̂(ξ/2),

ãäå ôóíêöèÿ H(ξ) îïðåäåëåíà â (27), à ôóíêöèÿ γ : R → R òàêîâà, ÷òî
γ(ξ + 2π)− γ(ξ) ∈ 2πZ äëÿ âñåõ ξ ∈ R.

Äåòàëüíîå îáîñíîâàíèå èçëîæåííîé â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå êîíñòðóêöèè
âåéâëåòîâ â ïðîñòðàíñòâå L2(R) (âêëþ÷àÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 è ïðåä-
ëîæåíèé 1 - 4) ñîäåðæèòñÿ â ìîíîãðàôèÿõ [1], [6] è [14].

Óïðàæíåíèÿ
1. Äîêàæèòå, ÷òî èç ñâîéñòâ (i) è (ii) îïðåäåëåíèÿ 1 ñëåäóþò ðàâåíñòâà (2).

2. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ ϕ â ñâîéñòâå (v) îïðåäåëåíèÿ 1 èìååò êîì-
ïàêòíûé íîñèòåëü, òî â ðàçëîæåíèè (3) òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî êîýôôèöèåí-
òîâ hk îòëè÷íî îò íóëÿ.

3. Äëÿ ôóíêöèè ϕ èç ïðèìåðà 2 âû÷èñëèòå çíà÷åíèÿ ϕ(1) è ϕ(2).

4. Äîêàæèòå, ÷òî óñëîâèå (28) íåîáõîäèìî äëÿ îðòîíîðìèðîâàííîñòè ñè-
ñòåìû {ϕ(· − k) : k ∈ Z} â L2(R).

5. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ôóíêöèè ϕ = (1/3)χ[0,3) óñëîâèå (28) âûïîëíåíî,
ïðîèçâåäåíèå (30) ñõîäèòñÿ ê ϕ̂(ξ), íî ñèñòåìà {ϕ(·−k) : k ∈ Z} íå ÿâëÿåòñÿ
îðòîíîðìèðîâàííîé â L2(R).

6. Ïóñòü ìàñøòàáèðóþùàÿ ôóíêöèÿ ϕ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 1,
à ôóíêöèè H(ξ) è G(ξ) îïðåäåëåíû ôîðìóëàìè (27) è (34). Äîêàæèòå, ÷òî
ìàòðèöà (36) óíèòàðíà äëÿ ï.â. ξ ∈ R. Óáåäèòåñü â óíèòàðíîñòè ìàòðèöû
(36) ïðè óñëîâèÿõ ïðèìåðîâ 1 è 2.

7. Ïóñòü ôóíêöèÿ ϕ ∈ L1(R) ∩ L2(R) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ϕ̂(0) 6= 0 è
ìàñøòàáèðóþùåìó óðàâíåíèþ

ϕ(t) =
∑
k∈Z

ckϕ(2t− k),

à ñèñòåìà {ϕ(·−k) : k ∈ Z} îðòîíîðìèðîâàíà â L2(R). Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà
âûïîëíåíû ðàâåíñòâà∑

k∈Z

ck = 2,
∑
k∈Z

(−1)kck = 0,
∑
k∈Z

ckc̄k−2l = 2 δ0,l.

8. Ïóñòü ϕ � ìàñøòàáèðóþùàÿ ôóíêöèÿ â L2(R), èìåþùàÿ êîìïàêòíûé
íîñèòåëü, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ìàñøòàáèðóþùåìó óðàâíåíèþ (4) è òàêàÿ, ÷òî
ϕ̂(0) 6= 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà {ϕ(· − k) : k ∈ Z} îðòîíîðìèðîâàíà
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â L2(R), à ôóíêöèÿ ψ ïîëó÷åíà èç ϕ ïî ôîðìóëå (9). Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ψ
èìååò N íóëåâûõ ìîìåíòîâ, òî∑

k∈Z

(−1)kklck = 0 äëÿ 0 ≤ l ≤ N − 1.

9. Óêàæèòå ÿâíûé âèä ìàòðèö A3, D3 è A∗3, D
∗
3 â ôîðìóëàõ (24) è (25)

ïðè óñëîâèÿõ ïðèìåðîâ 1 è 2.

� 5. Âåéâëåò Êîòåëüíèêîâà � Øåííîíà

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà

ϕ(t) = sinc πt =

{
sin πt/πt, t 6= 0,

1, t = 0.
(1)

Èç ôîðìóëû

1

2π

π∫
−π

eiξt dξ = sincπt

âèäíî, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå ôóíêöèè (1) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ χ[−π,π](ξ).
Ïîýòîìó óñëîâèå ∑

k∈Z

|ϕ̂(ξ + 2πk)|2 = 1 ï.â.

âûïîëíåíî è ñèñòåìà {ϕ(· − k) : k ∈ Z} îðòîíîðìèðîâàíà â L2(R).
Ïóñòü V0 ñîñòîèò èç òåõ ôóíêöèé ïðîñòðàíñòâà L2(R), ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ôóðüå êîòîðûõ îáðàùàþòñÿ â íóëü âíå îòðåçêà [−π, π]. Ïî òåîðåìå Êîòåëü-
íèêîâà � Øåííîíà êàæäàÿ ôóíêöèÿ f ∈ V0 ïðåäñòàâèìà â âèäå

f(t) =
∑
k∈Z

f(k) sinc π(t− k). (2)

Ó÷èòûâàÿ (1), ïîëó÷àåì, ÷òî ñèñòåìà {ϕ(· − k) : k ∈ Z} ÿâëÿåòñÿ îðòîíîð-
ìèðîâàííûì áàçèñîì ïîäïðîñòðàíñòâà V0. Äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ñåìåéñòâà
ïîäïðîñòðàíñòâ

Vj = { f ∈ L2(R) : supp f̂ ⊂ [−2jπ, 2jπ] }, j ∈ Z ,

ñâîéñòâà

Vj ⊂ Vj+1,
⋂

Vj = {0},
⋃

Vj = L2(R)

î÷åâèäíû. Êàê â îáùåì ñëó÷àå (ñì. (4.6)), ïîëîæèì

ϕj,k(t) = 2j/2ϕ(2jt− k), j, k ∈ Z .
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Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì j ñèñòåìà {ϕjk : k ∈ Z } ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìè-
ðîâàííûì áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà Vj. Àíàëîãè÷íî (4.3) è (4.21) èìååì

ϕ =
∑
k∈Z

hk ϕ1k, hk = (ϕ, ϕ1k), (3)

è

ϕ̂(2ξ) = H(ξ)ϕ̂(ξ), H(ξ) =
1√
2

∑
k∈Z

hke
−kξ. (4)

Äëÿ ξ ∈ [−π, π] ïîñëå ïîäñòàíîâêè ϕ̂ = χ[−π,π] â (4) ïîëó÷àåì

H(ξ) = ϕ̂(2ξ) =

{
1, ξ ∈ [−π/2, π/2],
0, ξ ∈ [−π,−π/2] ∪ [π/2, π].

(5)

Âíå îòðåçêà [−π, π] ôóíêöèÿ H(ξ) ïðîäîëæàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêè. Êîýôôèöè-
åíòû â (3) âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

hk =

√
2

2π

π∫
−π

H(ξ)eikξ dξ,

èç êîòîðîé ñ ïîìîùüþ (5) ïîëó÷àþòñÿ ðàâåíñòâà

hk =

{
1/
√

2, k = 0,
(−1)(k−1)/2

√
2/kπ, k íå÷åòíîå,

ïðè÷åì hk = 0 äëÿ îñòàëüíûõ k.
Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ (1) ÿâëÿåòñÿ ìàñøòàáèðóþùåé ôóíêöèåé â

L2(R). Ñîãëàñíî (4.34), ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ñîîòâåòñòâóþùåãî îðòîãîíàëü-
íîãî âåéâëåòà ψ ìîæåò áûòü íàéäåíî ïî ôîðìóëå

ψ̂(ξ) = e−iξ/2H(ξ/2 + π)ϕ̂(ξ/2) =

{
e−iξ/2, π ≤ | ξ| ≤ 2π,
0 äëÿ îñòàëüíûõ ξ.

Âûïîëíÿÿ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, íàõîäèì

ψ(t) =
1

2π

∫
R
ψ̂(ξ)eitξ dξ =

1

2π

∫ −π

−2π
ei(t−1/2)ξ dξ +

1

2π

∫ 2π

π

ei(t−1/2)ξ dξ

èëè
ψ(t) = 2 sinc 2π(t− 1/2)− sinc π(t− 1/2). (6)

Ôóíêöèþ (6) íàçûâàþò âåéâëåòîì Êîòåëüíèêîâà � Øåííîíà. Îíà ñâÿçàíà
ñ ìàñøòàáèðóþùåé ôóíêöèåé (1) ðàâåíñòâîì ψ(t) = 2ϕ(2t− 1)− ϕ(t− 1/2).

Çàìå÷àíèå 3. Ïîëåçíî ñðàâíèòü êîíñòðóêöèþ Êîòåëüíèêîâà � Øåííîíà
ñ êîíñòðóêöèåé Õààðà. Â òî âðåìÿ êàê âåéâëåò Õààðà ÿâëÿåòñÿ ñòóïåí÷à-
òîé ðàçðûâíîé ôóíêöèåé, âåéâëåò Êîòåëüíèêîâà � Øåííîíà (6) èìååò ïðî-
èçâîäíûå âñåõ ïîðÿäêîâ è ïðîäîëæàåòñÿ ñ âåùåñòâåííîé ïðÿìîé R íà êîì-
ïëåêñíóþ ïëîñêîñòü êàê öåëàÿ ôóíêöèÿ. Ñîîòâåòñòâóþùèå ìàñøòàáèðóþùèå
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ôóíêöèè îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé ÷èñëîâûõ
ïðîìåæóòêîâ: â ïåðâîì ñëó÷àå ϕ = χ[0,1) (âî âðåìåííîé îáëàñòè), à âî âòî-
ðîì ϕ̂ = χ[π,π] (â ÷àñòîòíîé îáëàñòè). Ïîýòîìó êîíñòðóêöèÿ Êîòåëüíèêîâà �
Øåííîíà â íåêîòîðîì ñìûñëå ïðîòèâîïîëîæíà êîíñòðóêöèè Õààðà.

Óïðàæíåíèå. Íàéäèòå âåéâëåò Êîòåëüíèêîâà � Øåííîíà ψ, åñëè åãî ïðå-
îáðàçîâàíèå Ôóðüå èìååò âèä

ψ̂(ξ) = eiξ/2H(ξ/2 + π)ϕ̂(ξ/2),

ãäå ϕ̂ = χ[−π,π], à ôóíêöèÿ H çàäàíà ïî ôîðìóëå (5). Ïîñòðîéòå ãðàôèêè
ìàñøòàáèðóþùåé ôóíêöèè ϕ è âåéâëåòà Êîòåëüíèêîâà � Øåííîíà ψ.

� 6. Âåéâëåòû Ìåéåðà

Íàì ïîòðåáóåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ

ν(x) =

 0, x ≤ 0,
x3(10− 15x+ 6x2), 0 ≤ x ≤ 1,

1, x ≥ 1,
(1)

óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

ν(1− x) = 1− ν(x) äëÿ x ∈ R. (2)

Îòìåòèì, ÷òî

ν(x) = 30

x∫
0

t2(1− t)2 dt äëÿ x ∈ [0, 1].

Âûáåðåì â êà÷åñòâå ϕ ôóíêöèþ èç L2(R), ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå êîòîðîé
èìååò âèä

ϕ̂(ξ) =

 1, | ξ| ≤ 2π/3,
cos
(
π
2 ν
( 3

2π | ξ| − 1
))
, 2π/3 ≤ | ξ| ≤ 4π/3,

0, | ξ| ≥ 4π/3.
(3)

Ôóíêöèÿ ϕ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà íà R, òàê êàê åå ïðåîáðàçîâàíèå
Ôóðüå èìååò êîìïàêòíûé íîñèòåëü. Äëÿ íåå èìååò ìåñòî èíòåãðàëüíîå ïðåä-
ñòàâëåíèå

ϕ(t) =
1

π

4π/3∫
0

ϕ̂(ξ) cos ξt dξ. (4)
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Èç ôîðìóë (1) è (3) âèäíî, ÷òî ϕ̂ ∈ C2(R). Êðîìå òîãî, äëÿ 2π-
ïåðèîäè÷åñêîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè

Φ(ξ) :=
∑
k∈Z

|ϕ̂(ξ + 2πk)|2

èìååì

Φ(ξ) =

 |ϕ̂(ξ)|2 + |ϕ̂(ξ + 2π)|2, −4π/3 ≤ ξ ≤ −2π/3,
|ϕ̂(ξ)|2, | ξ| ≤ 2π/3,

|ϕ̂(ξ)|2 + |ϕ̂(ξ − 2π)|2, 2π/3 ≤ ξ ≤ 4π/3.
(5)

Ó÷èòûâàÿ (1) è (3), çàìå÷àåì, ÷òî Φ(ξ) = 1 ïðè | ξ| ≤ 2π/3. Ïóñòü 2π/3 ≤
ξ ≤ 4π/3. Òîãäà

3

2π
| ξ − 2π| − 1 = 1−

(
3

2π
ξ − 1

)
è, â ñèëó (3) è (5),

Φ(ξ) = cos2
(
π

2
ν

(
3

2π
ξ − 1

))
+ sin2

(
π

2
ν

(
3

2π
ξ − 1

))
= 1.

Àíàëîãè÷íî, Φ(ξ) = 1 ïðè −4π/3 ≤ ξ ≤ −2π/3. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ôóíêöèè
(3) âûïîëíåíî óñëîâèå îðòîíîðìèðîâàííîñòè:∑

k∈Z

|ϕ̂(ξ + 2πk)|2 = 1.

Ïîëüçóÿñü òåîðåìîé 1 è ïðåäëîæåíèåì 2, âèäèì, ÷òî ñâîéñòâà

Vj ⊂ Vj+1,
⋂

Vj = {0},
⋃

Vj = L2(R)

òàêæå âûïîëíåíû.
Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ (4) ÿâëÿåòñÿ ìàñøòàáèðóþùåé ôóíêöèåé. Ñîîò-

âåòñòâóþùèé âåéâëåò ψ áóäåì èñêàòü ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (4.34). Ïîëüçóÿñü
(3), èç ðàâåíñòâà

ϕ̂(ξ) = H(ξ/2)ϕ̂(ξ/2)

íàõîäèì

H(ξ) =

{
ϕ̂(2ξ), ξ ∈ [−2π/3, 2π/3],
0, ξ ∈ [−π,−2π/3] ∪ [2π/3, π].

Ñîîòâåòñòâåííî, êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèé

ϕ =
∑
k∈Z

hk ϕ1k, è H(ξ) =
1√
2

∑
k∈Z

hke
−ikξ

âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

hk =

√
2

2π

π∫
−π

H(ξ)eikξ dξ =

√
2

π

2π/3∫
0

ϕ̂(2ξ) cos kξ dξ.
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Çà ïðåäåëû îòðåçêà [−π, π] ôóíêöèÿ H(ξ) ïðîäîëæàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêè.
Äëÿ ýòîé ôóíêöèè ïðè ëþáîì ξ ∈ R èìååì

H(ξ) =
∑
k∈Z

ϕ̂(2ξ + 4πk).

Ïðèìåíÿÿ (4.34), ïîëó÷àåì

ψ̂(ξ) = e−iξ/2H(ξ/2 + π)ϕ̂(ξ/2) = e−iξ/2ϕ̂(ξ/2)
∑
k∈Z

ϕ̂(ξ + 2π + 4πk).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ̂(ξ/2) ðàâíà íóëþ âíå ïðîìåæóòêà [−8π/3, 8π/3],
íàõîäèì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå âåéâëåòà ψ :

ψ̂(ξ) = e−iξ/2ϕ̂(ξ/2)(ϕ̂(ξ − 2π) + ϕ̂(ξ + 2π)). (6)

Èç ôîðìóë (3) è (6) âûâîäèòñÿ èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå âåéâëåòà Ìåéåðà:

ψ(t) =
1

π

8π/3∫
2π/3

ϕ̂(ξ/2)ϕ̂(ξ − 2π) cos ξ(t− 1/2) dξ. (7)

Çàìå÷àíèå 4. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ìàñøòàáèðóþùåé ôóíêöèè Ìåéå-
ðà (3) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñãëàæåííûé âàðèàíò ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèè
èç êîíñòðóêöèè Êîòåëüíèêîâà � Øåííîíà. Ïðè ýòîì èíîãäà âìåñòî ôóíê-
öèè (1) âûáèðàþò äðóãóþ âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ ν, óäîâëåòâîðÿþùóþ
óñëîâèþ (2) è òàêóþ, ÷òî

ν(x) = 0 äëÿ x ≤ 0 è ν(x) = 1 äëÿ x ≥ 1.

Åñëè ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû â òî÷êàõ 2π/3 è 4π/3 ôóíêöèÿ ϕ̂(ξ) èìåëà n íåïðå-
ðûâíûõ ïðîèçâîäíûõ, òî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â êëàññå ïîëèíîìèàëüíûõ (íà
îòðåçêå [0, 1]) ôóíêöèé âñïîìîãàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ åäèíñòâåííà è èìååò âèä

ν(x) = xn+1(α0 + α1x+ · · ·+ αnx).

Äëÿ n = 1 è n = 3 ïîëó÷àþòñÿ ôóíêöèè

ν(x) = x2(3− 2x) è ν(x) = x4(35− 84x+ 70x2 − 20x3), 0 ≤ x ≤ 1.

Âñïîìîãàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ (1) ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ n = 2. Äëÿ êàæäîé èç
ýòèõ âñïîìîãàòåëüíûõ ôóíêöèé ïîëó÷àþòñÿ ñâîè ìàñøòàáèðóþùèå ôóíêöèè
è âåéâëåòû. Âñå âåéâëåòû Ìåéåðà ïðèíàäëåæàò êëàññó C∞(R) è óáûâàþò íà
áåñêîíå÷íîñòè áûñòðåå ëþáîé îòðèöàòåëüíîé ñòåïåíè (íî íå ýêñïîíåíöèàëüíî
áûñòðî). Ïðè ïîñòðîåíèè ãðàôèêîâ ìàñøòàáèðóþùèõ ôóíêöèé è âåéâëåòîâ
Ìåéåðà â ñèñòåìå MATLAB ñëåäóåò îáðàùàòü âíèìàíèå íà âûáîð íå òîëüêî
ôóíêöèè ν, íî è ôóíêöèè G (ñì. çàìå÷àíèå 2).

Óïðàæíåíèå. Ïîñòðîéòå ãðàôèê ôóíêöèè (1) è íàðèñóéòå ýñêèç ãðàôè-
êà ôóíêöèè (3). Íàïèøèòå ïðîãðàììó äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé âåéâëåòîâ
Ìåéåðà.
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� 7. Ëåììà Ðèññà

Ïðè ïîñòðîåíèè âåéâëåòîâ Äîáåøè (ñì. � 8) ïðèìåíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåì-
ìà, äîêàçàííàÿ âåíãåðñêèì ìàòåìàòèêîì Ôðèäüåøåì Ðèññîì â 1916 ã.

Ëåììà. Ïóñòü

A(ξ) =
n∑
k=0

ak cosk ξ, ak ∈ R, an 6= 0, (1)

� ÷åòíûé òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòà-
ìè, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ

A(ξ) ≥ 0 äëÿ âñåõ ξ ∈ R. (2)

Òîãäà ñóùåñòâóåò òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì

B(ξ) =
n∑
k=0

bke
kξ, bk ∈ R, bn 6= 0, (3)

òàêîé, ÷òî
|B(ξ)|2 ≡ A(ξ). (4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî z ∈ C \ {0} ïîëîæèì

p(z) = zn
n∑
k=0

ak
2k

(
z +

1

z

)k
(5)

è äîîïðåäåëèì p(z) â òî÷êå z = 0 ïî íåïðåðûâíîñòè: p(0) = lim
z→0

p(z). Èç

ôîðìóëû Ýéëåðà cos ξ = (eiξ + e−iξ)/2 ñëåäóåò, ÷òî

A(ξ) = e−inξp(eiξ). (6)

Ìíîãî÷ëåí p(z) èìååò íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ðîâíî 2n êîðíåé (ñ ó÷å-
òîì êðàòíîñòåé). Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ïðåäïîëîæèì, ÷òî a0 6= 0. Òîãäà äëÿ
ìíîãî÷ëåíà p(z) ÷èñëî 0 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì êðàòíîñòè n. Èç ôîðìóëû (5) âèä-
íî, ÷òî åñëè ÷èñëî z0 6= 0 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì p(z), òî ÷èñëî z−1

0 òîæå ÿâëÿåòñÿ
êîðíåì p(z). Ìíîãî÷ëåí p(z) èìååò âåùåñòâåííûå êîýôôèöèåíòû. Ïîýòîìó
åñëè êîìïëåêñíîå ÷èñëî z0 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì p(z), òî ÷èñëî z̄0 òîæå ÿâëÿåòñÿ
êîðíåì p(z). Çíà÷èò, åñëè r0 � îòëè÷íûé îò íóëÿ âåùåñòâåííûé êîðåíü p(z),
òî ÷èñëî r−1

0 òîæå êîðåíü p(z), à åñëè z0 � îòëè÷íûé îò íóëÿ êîìïëåêñíûé
êîðåíü p(z), òî ÷èñëà z̄0, z

−1
0 , z̄−1

0 òîæå êîðíè p(z). Ïðè ýòîì â ñëó÷àå | z0| = 1
êîðíè z0 è z

−1
0 áóäóò êðàòíûìè:

p(z0) = p′(z0) = p(z−1
0 ) = p′(z−1

0 ) = 0.

Âñå íåíóëåâûå êîðíè ìíîãî÷ëåíà p(z) ñãðóïïèðóåì ïî òðåì ìíîæåñòâàì:
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rl, r
−1
l � ïàðû âåùåñòâåííûõ êîðíåé,

eiθk , e−iθk � ïàðû êðàòíûõ êîðíåé íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè,

zj, z̄j, z
−1
j , z̄−1

j � ÷åòâåðêè êîìïëåêñíûõ êîðíåé (ïåðâûå äâà êîðíÿ zj, z̄j
êàæäîé ÷åòâåðêè ðàñïîëîæåíû ëèáî âíóòðè, ëèáî âíå åäèíè÷íîé îêðóæíî-
ñòè).

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå

p(z) = 2−nanz
n
∏
j

(z − zj)(z − z̄j)(z − z−1
j )(z − z̄−1

j )×

×
∏
k

(z − eiθk)2(z − e−iθk)2
∏
l

(z − rl)(z − r−1
l ). (7)

Äëÿ ëþáîãî z0 6= 0 èìååì

| (eiξ − z0)(e
iξ − z̄−1

0 )| = | z0|−1| (eiξ − z0)(z0e
iξ − 1)| =

= | z0|−1| (eiξ − z0)(e
−iξ − z̄0)| = | z0|−1| eiξ − z0|2. (8)

Ïîëüçóÿñü óñëîâèåì (2) è ðàâåíñòâàìè (6) � (8), ïîëó÷àåì

A(ξ) = |A(ξ)| = | p(eiξ)| = 2−n| an|

∣∣∣∣∣∏
j

| zj|−1(eiξ − zj)(e
iξ − z̄j)

∣∣∣∣∣
2

×

×

∣∣∣∣∣∏
k

(eiξ − eiθk)(eiξ − e−iθk)

∣∣∣∣∣
2∏

l

| rl|−1| eiξ − rl|2.

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì

B(ξ) = 2−n/2| an|1/2
∏
j

| zj|−1(eiξ − zj)(e
iξ − z̄j)×

∏
k

(eiξ − eiθk)(eiξ − e−iθk)
∏
l

| rl|−1/2(eiξ − rl) (9)

èìååò âèä (3) è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (4).
2

Ïðîâåäåííîå äîêàçàòåëüñòâî êîíñòðóêòèâíî: åñëè âû÷èñëåíû êîðíè ìíî-
ãî÷ëåíà p(z), òî òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì B(ξ) íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå
(9). Îäíàêî ïîëèíîì B(ξ) ïî A(ξ) îïðåäåëÿåòñÿ íå îäíîçíà÷íî. Äåéñòâèòåëü-
íî, êàê âèäíî èç (9), ïîëèíîì B(ξ) èçìåíèòñÿ, åñëè â êàêîé-íèáóäü ÷åòâåðêå
êîìïëåêñíûõ êîðíåé zj, z̄j, z

−1
j , z̄−1

j ïîìåíÿòü ìåñòàìè ïåðâûå è âòîðûå ïàðû

(ò.å. çàìåíèòü zj íà z
−1
j ). Ïðè ïîñòðîåíèè êëàññè÷åñêèõ âåéâëåòîâ Äîáåøè

âñå zj (è rl ) áåðóòñÿ âíóòðè åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè (ñì. [6, ñ.269]).

Åñëè äîïîëíèòåëüíî èçâåñòíî, ÷òî A(0) = 1, òî â ñèëó (4) èìååì |B(0)| = 1.
Ïîëèíîì B̃(ξ) = B(ξ)/B(0) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì B̃(0) = 1 è |B̃(ξ)| ≡

73



A(ξ). Çíà÷èò, ïðè óñëîâèè A(0) = 1 ïîëèíîì B(ξ) ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî
B(0) = 1.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ëåììó Ðèññà èíîãäà ôîðìóëèðóþò ñëåäóþùèì îáðà-
çîì: äëÿ ëþáîãî ÷åòíîãî íåîòðèöàòåëüíîãî òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ïîëèíîìà
A(ξ) ñòåïåíè n ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ñóùåñòâóåò àëãåáðàè-
÷åñêèé ïîëèíîì Q(z) ñòåïåíè n ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè òàêîé,
÷òî |Q(eiξ)|2 ≡ A(ξ). Ïåðåõîä ê ýòîé ôîðìóëèðîâêå ïîëó÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ
ôîðìóëû B(ξ) = Q(eiξ), ãäå Q(z) =

∑n
k=0 bkz

k è êîýôôèöèåíòû bk òàêèå æå,
êàê â (3).

� 8. Ìàñøòàáèðóþùèå ôóíêöèè è âåéâëåòû Äîáåøè

Â 1988 ã. Èíãðèä Äîáåøè äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãîN äîêàçàëà ñóùåñòâî-
âàíèå âåùåñòâåííûõ êîýôôèöèåíòîâ h0, h1, . . . , h2N−1 òàêèõ, ÷òî ðåøåíèå ϕ
ìàñøòàáèðóþùåãî óðàâíåíèÿ

ϕ(t) =
√

2
2N−1∑
k=0

hkϕ(2t− k) (1)

îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) ôóíêöèÿ ϕ ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó L2(R), óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
íîðìèðîâêè ∫

R
ϕ(t) dt = 1 (2)

è èìååò êîìïàêòíûé íîñèòåëü: suppϕ = [0, 2N − 1];

2) ñèñòåìà {ϕ(· − k) : k ∈ Z } îðòîíîðìèðîâàíà â L2(R);

3) ñåìåéñòâî çàìêíóòûõ ïîäïðîñòðàíñòâ

Vj = span {ϕ(2j · −k) : k ∈ Z }, j ∈ Z ,

ÿâëÿåòñÿ êðàòíîìàñøòàáíûì àíàëèçîì â L2(R).

Ïðè N = 1 êîíñòðóêöèÿ Äîáåøè ïðèâîäèò ê ôóíêöèè Õààðà: ϕ = χ[0,1), à
ïðè N = 2 ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) íåïðåðûâíî íà R è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
Ëèïøèöà

|ϕ(t)− ϕ(x)| ≤ C | t− x|α, t, x ∈ R,

ñ ïîêàçàòåëåì α ≈ 0, 550. Èçâåñòíî òàêæå, ÷òî ïðè N ≥ 3 ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
(1) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû íà R è ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ N èõ
ãëàäêîñòü ðàñòåò ïðèáëèçèòåëüíî êàê 0, 2N (ïîäðîáíîñòè ñì. â [6]).

Äëÿ N = 1 è N = 2 êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (51) ïðèâåäåíû â � 4 (ñì.
ïðèìåðû 1 è 2). Â òàáëèöå 6.1 êíèãè [6] äàíû çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ýòîãî
óðàâíåíèÿ äëÿ 3 ≤ N ≤ 10.
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Îðòîãîíàëüíûé âåéâëåò ψ, ñîîòâåòñòâóþùèé ðåøåíèþ ϕ óðàâíåíèÿ (1),
îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

ψ(t) =
√

2
∑
k∈Z

gkϕ(2t− k), (3)

ãäå gk = (−1)kh1−k, åñëè 0 ≤ 1− k ≤ 2N − 1, è gk = 0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.
Ñïðàâåäëèâû ñâîéñòâà:

1) âåéâëåò ψ èìååò N íóëåâûõ ìîìåíòîâ:∫
R
tlψ(t) dt = 0 äëÿ 0 ≤ l ≤ N − 1 è

∫
R
tNψ(t) dt 6= 0 ; (4)

2) suppψ = [−N + 1, N ];

3) ãëàäêîñòü âåéâëåòà ψ ñîâïàäàåò ñ ãëàäêîñòüþ ôóíêöèè ϕ (íàïðèìåð,
åñëè ôóíêöèÿ ϕ èìååò íà ïðÿìîé R íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ ïîðÿäêà l, òî
èç ôîðìóëû (3) ñëåäóåò, ÷òî òàêèì æå ñâîéñòâîì îáëàäàåò è âåéâëåò ψ).

Èíòåãðèðóÿ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (1) è ïîëüçóÿñü óñëîâèåì íîðìèðîâêè (2),
ïîëó÷àåì

2N−1∑
k=0

hk =
√

2.

Ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, èç (1) èìååì

ϕ̂(ξ) = H(ξ/2)ϕ̂(ξ/2), H(ξ) =
1√
2

2N−1∑
k=0

hke
−ikξ, (5)

ãäå H(0) = 1. Ñîãëàñíî (4.23), (4.35) è (4) òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì H(ξ)
äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì

|H(ξ)|2 + |H(ξ + π)|2 = 1 (6)

è

H(ξ) =

(
1 + e−iξ

2

)N
B(ξ), (7)

ãäå B(ξ) � òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì, B(π) 6= 0. Òîãäà

|H(ξ)|2 = H(ξ)H(−ξ) =

(
1 + cos ξ

2

)N
B(ξ)B(−ξ). (8)

Ïðîèçâåäåíèå B(ξ)B(−ξ) ÿâëÿåòñÿ ÷åòíûì òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ïîëèíîìîì.
Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò àëãåáðàè÷åñêèé ïîëèíîì P (y) òàêîé, ÷òî

B(ξ)B(−ξ) = P (sin2(ξ/2)).
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Ïîëàãàÿ y = sin2(ξ/2), èç (6) è (8) ïîëó÷àåì

(1− y)NP (y) + yNP (1− y) = 1. (9)

Ïðåäëîæåíèå 5. Ïîëèíîì

PN(y) :=
N−1∑
j=0

(
N − 1 + j

j

)
yj

óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (9) è âñÿêîå ïîëèíîìèàëüíîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâ-
íåíèÿ èìååò âèä

P (y) = PN(y) + yNR(1/2− y),

ãäå R(y) � íå÷åòíûé àëãåáðàè÷åñêèé ïîëèíîì, âûáðàííûé òàê, ÷òîáû
P (y) ≥ 0 äëÿ 0 ≤ y ≤ 1.

Îòìåòèì, ÷òî PN(y) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíîé ñóììîé áèíîìèàëüíîãî ðÿäà

(1− y)−N =
∞∑
j=0

(
N − 1 + j

j

)
yj.

Ìàñøòàáèðóþùèå ôóíêöèè Äîáåøè ïîëó÷àþòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà R(y) ≡ 0.
Òî÷íåå ãîâîðÿ, êîýôôèöèåíòû h0, h1, . . . , h2N−1 â ôîðìóëå (1) âûáèðàþòñÿ
òàê, ÷òîáû òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì H(ξ) óäîâëåòâîðÿë óñëîâèþ

|H(ξ)|2 =

(
1 + cos ξ

2

)N
PN(sin2(ξ/2)). (10)

Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ îñíîâàí íà ïðèâåäåííîì â � 7 äî-
êàçàòåëüñòâå ëåììû Ðèññà (ïðè ýòîì â êà÷åñòâå òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ïîëè-
íîìà A(ξ) ñëåäóåò ïðèíÿòü PN(sin2(ξ/2))). Íàïðèìåð, â ñëó÷àå N = 2 èìååì

P2(sin
2(ξ/2)) =

(
1

0

)
+

(
2

1

)
sin2(ξ/2) = 2− cos ξ.

Íàéäåì âåùåñòâåííûå ÷èñëà b0 è b1 òàêèå, ÷òî b0 + b1 = 1 è

(b0 + b1e
−iξ)(b0 + b1e

iξ) = 2− 1

2
(eiξ + e−iξ) (11)

(ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ b0 è b1 ñëåäóåò èç ëåììû Ðèññà, ïðèìåíåííîé ê ïîëè-
íîìó A(ξ) = 2− cos ξ ). Èç ðàâåíñòâà (11) ñëåäóåò, ÷òî

b20 + b21 = 2, b0b1 = −1

2
.

Óñëîâèþ b0 + b1 = 1 óäîâëåòâîðÿþò çíà÷åíèÿ

b0 =
1 +

√
3

2
, b1 =

1−
√

3

2
.
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Ó÷èòûâàÿ (7), èìååì

3∑
k=0

hke
−ikξ =

1

4
√

2
(1 + 2e−iξ + e−2iξ)(1 +

√
3) + (1−

√
3)e−iξ).

Îòñþäà ïîëó÷àþòñÿ çíà÷åíèÿ h0, h1, h2, h3, óêàçàííûå â ïðèìåðå 2.

Â çàêëþ÷åíèå èçëîæèì äâà ìåòîäà âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ìàñøòàáèðóþ-
ùèõ ôóíêöèé Äîáåøè. Èòåðàöèîííûé ìåòîä ðåøåíèÿ ìàñøòàáèðóþùåãî
óðàâíåíèÿ (1) ñîñòîèò â ðåàëèçàöèè ñëåäóþùèõ äâóõ øàãîâ.

Øàã 1. Îïðåäåëèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé

η0 = χ[−1/2,1/2), ηm(·) =
√

2
2N−1∑
k=0

hkηm−1(2 · − k), m ∈ N. (12)

Øàã 2. Äëÿ t ∈ R ïðèíÿòü

ϕ(t) = lim
m→∞

ηm(t).

Ñõîäèìîñòü ýòîãî ìåòîäà îáîñíîâûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Èç ôîðìóë
(12) èìååì

η̂0(ξ) =
sin(ξ/2)

ξ/2
, η̂m(ξ) = H(ξ/2)η̂m−1(ξ/2) =

(
m∏
j=1

H(ξ/2j)

)
η̂0(2

−mξ).

Îòñþäà â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 4 ñëåäóåò, ÷òî

lim
m→∞

η̂m(ξ) =
∞∏
j=1

H(ξ/2j) = ϕ̂(ξ).

Âûïîëíÿÿ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, ïîëó÷àåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {ηm} ñõîäèòñÿ ê ìàñøòàáèðóþùåé ôóíêöèè ϕ.

Êàñêàäíûé ìåòîä ðåøåíèÿ ìàñøòàáèðóþùåãî óðàâíåíèÿ (1) îïðåäåëÿåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Øàã 1. Íàéòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé

ϕm(·) =
∑
k

amk 2m/2χ[−1/2,1/2](2
m · − k), m ∈ N, (13)

ãäå

a0
k = δ0,k, ajk =

∑
l

hk−2la
j−1
l , j = 1, 2, . . . ,m, (14)

è êîýôôèöèåíòû hk, îòñóòñòâóþùèå â óðàâíåíèè (1), ïðèíèìàþòñÿ ðàâíûìè
íóëþ.
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Øàã 2. Äëÿ t ∈ R ïðèíÿòü

ϕ(t) = lim
m→∞

ϕm(t).

Çàìåòèì, ÷òî ôîðìóëû (14) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé ôîð-
ìóë (4.15).

Èíîãäà â êàñêàäíîì ìåòîäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ϕm} îïðåäåëÿþò èíà÷å.
À èìåííî, äëÿ êàæäîãî m ∈ N â êà÷åñòâå ϕm âûáèðàþò êóñî÷íî-ëèíåéíóþ
ôóíêöèþ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé íà îòðåçêàõ [2−mk, 2−m(k + 1)], k ∈ Z,
è òàêîé, ÷òî ϕm(2−mk) = 2m/2amk . Ïðè ýòîì

ϕm(2−m2k) =
√

2
∑
l

h2(k−l)ϕm−1(2
−j+1l), (15)

ϕm(2−m(2k + 1)) =
√

2
∑
l

h2(k−l)+1ϕm−1(2
−j+1l). (16)

Íàïîìíèì, ÷òî suppϕ = [0, 2N − 1]. Ïîýòîìó ϕ(0) = ϕ(2N − 1) = 0.
Çíà÷åíèÿ ϕ(1), ϕ(2), . . . , ϕ(2N − 2) íàõîäÿòñÿ èç óðàâíåíèÿ (1) ïðè óñëîâèè

ϕ(1) + ϕ(2) + · · ·+ ϕ(2N − 2) = 1.

Ïðè m = 1 ïðàâûå ÷àñòè ôîðìóë (15) è (16) îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ðà-
âåíñòâ

ϕ0(t+ k) = (1− t)ϕ(k) + t ϕ(k + 1) äëÿ t ∈ [0, 1], k = 0, 1, . . . , 2N − 2.

Ïîñëå ýòîãî äëÿ äàííîãî m ≥ 2 ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ ϕ â äâîè÷íî-
ðàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ k/2m, ëåæàùèõ íà îòðåçêå [0, 2N − 1], íàõîäÿòñÿ ïî
ôîðìóëàì (15) è (16). Âûáèðàÿ m äîñòàòî÷íî áîëüøèì, ýòèì ñïîñîáîì ïî-
ëó÷àþò ãðàôèê ôóíêöèè ϕ íà îòðåçêå [0, 2N − 1]. Îáîñíîâàíèå êàñêàäíîãî
ìåòîäà èìååòñÿ â � 6.5 êíèãè Äîáåøè [6].

Óïðàæíåíèÿ
1. Êàêèì áóäåò íîñèòåëü ôóíêöèè ψ, îïðåäåëåííîé ïî ôîðìóëå (3), åñëè

â ýòîé ôîðìóëå ïîëîæèòü: a) gk = (−1)k+1h−k−1, b) gk = (−1)khN−k? Ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî íåíóëåâûå êîýôôèöèåíòû hk áåðóòñÿ èç ôîðìóëû (1).

2. Ïðîâåðüòå, ÷òî ïðè N = 1 êîíñòðóêöèÿ Äîáåøè ïðèâîäèò ê âåéâëåòó
Õààðà.

3. Íàïèøèòå ïðîãðàììó äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ìàñøòàáèðóþùèõ
ôóíêöèé Äîáåøè êàñêàäíûì ìåòîäîì.
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� 9. Íîðìàëèçîâàííûå B-ñïëàéíû è âåéâëåòû Áàòëà-Ëåìàðüå

Ñèñòåìà íîðìàëèçîâàííûõ B-ñïëàéíîâ {Nm(t)} îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè

N1(t) = χ[0,1)(t), Nm(t) =
t

m− 1
Nm−1(t)+

m− t

m− 1
Nm−1(t−1), m = 2, 3, . . . .

(1)
Èç ôîðìóëû (1) ïðè m = 2 ïîëó÷àåì

N2(t) = tN1(t) + (2− t)N1(t− 1)

è, ñëåäîâàòåëüíî,

N2(t) =

 t, 0 ≤ t < 1,
2− t, 1 ≤ t < 2,

0, t ∈ R \ [0, 2)

Ñïðàâåäëèâû ñâîéñòâà:

10. Nm íà êàæäîì îòðåçêå [k, k + 1], k = 0, 1, . . . ,m− 1, ñîâïàäàåò ñ àëãå-
áðàè÷åñêèì ïîëèíîìîì ñòåïåíè m− 1.

20. Nm ∈ Cm−2(R) äëÿ m ≥ 2.

30. suppNm = [0,m] è Nm > 0 äëÿ âñåõ t ∈ (0,m).

40. Nm(t) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç Nm(2t− k), k = 0, 1, . . . ,m, ïî ôîðìóëå

Nm(t) = 2−m+1
m∑
k=0

Cm
k Nm(2t− k), (2)

ãäå

Cm
k =

m!

k!(m− k)!

� áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû.

50. Nm = N1 ∗Nm−1, ò.å.

Nm(t) =

∫ 1

0
Nm−1(t− τ) dτ

äëÿ m ≥ 2.

60. Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå íîðìàëèçîâàííûõ B-ñïëàéíîâ íàõîäÿòñÿ ïî
ôîðìóëå

N̂m(ξ) = e−imξ/2
(

sin(ξ/2)

ξ/2

)m
.

Îòìåòèì, ÷òî ñâîéñòâà 50 è 60 ïðèâîäèëèñü â óïðàæíåíèè 1.8. Èç ôîðìóëû
(2) èìååì, â ÷àñòíîñòè,
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N1(t) = N1(2t) +N1(2t− 1),

2N2(t) = N2(2t) + 2N2(2t− 1) +N2(2t− 2),

4N3(t) = N3(2t) + 3N3(2t− 1) + 3N3(2t− 2) +N3(2t− 3).

Ñïëàéíîì ñòåïåíè r äåôåêòà 1 ñ öåëî÷èñëåííûìè óçëàìè íàçûâàåòñÿ
ôóíêöèÿ f ∈ Cr−1(R), ñîâïàäàþùàÿ íà êàæäîì îòðåçêå [k, k + 1], k ∈ N,
ñ íåêîòîðûì ïîëèíîìîì ñòåïåíè r (ýòîò ïîëèíîì çàâèñèò îò k). Ìíîæåñòâî
òàêèõ ñïëàéíîâ îáîçíà÷àåòñÿ Sr(Z); â ÷àñòíîñòè, S0(Z) è S1(Z) ñîñòîÿò ñîîò-
âåòñòâåííî èç êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé è ëîìàíûõ ñ óçëîâûìè òî÷êàìè
k ∈ Z.

Íîðìàëèçîâàííûé B-ñïëàéí Nm ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Sm−1(Z).

Ïóñòü m ≥ 2. Èçâåñòíî, ÷òî ñèñòåìà {Nm(· − k)| k ∈ Z} ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì
Ðèññà ïðîñòðàíñòâà

V0 = Sm−1 ∩ L2(R).

Êðîìå òîãî, âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

0 < Am ≤
∑
k∈Z

|N̂m(ξ + 2πk)|2 ≤ 1, ξ ∈ R, (3)

ãäå êîíñòàíòà Am çàâèñèò òîëüêî îòm (ñì., íàïðèìåð, [23, ôîðìóëà (4.2.21)]).

Ôóíêöèÿ ϕ ∈ L2(R), ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå êîòîðîé èìååò âèä

ϕ̂(ξ) = N̂m(ξ)

(∑
k∈Z

|N̂m(ξ + 2πk)|2
)−1/2

, (4)

íàçûâàåòñÿ ìàñøòàáèðóþùåé ôóíêöèåé Áàòëà � Ëåìàðüå. Îòìåòèì, ÷òî ñî-
ãëàñíî (3) è (4) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|ϕ̂(ξ)| ≤ A−1/2
m |N̂m(ξ)|, ξ ∈ R.

Òàêèì îáðàçîì, ìàñøòàáèðóþùàÿ ôóíêöèÿ Áàòëà � Ëåìàðüå ìîæåò áûòü
çàäàíà ðàâåíñòâîì

ϕ(t) =
1

2π

∫
R
ϕ̂(ξ)eitξ dξ, t ∈ R,

ãäå ϕ̂(ξ) èìååò âèä (4). Ýòà ôóíêöèÿ îáëàäàåò ñâîéñòâàìè:

10. Ôóíêöèÿ ϕ ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó V0 = Sm−1 ∩ L2(R).

20. Ñèñòåìà {ϕ(· − k)| k ∈ Z} ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì ïðî-
ñòðàíñòâà V0.

30. Íîñèòåëü suppϕ íå êîìïàêòåí.

40. lim
t→∞

ϕ(t)eγ| t| = 0 ïðè íåêîòîðîì γ > 0.
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Èç ñâîéñòâà 40 ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå êîíñòàíòû C > 0 òàêîé, ÷òî

|ϕ(t)| ≤ Ce−γ| t| äëÿ âñåõ t ∈ R,

ò.å. ϕ óáûâàåò ýêñïîíåíöèàëüíî.

Ðàçëîæèì ôóíêöèþ ϕ ïî áàçèñó Ðèññà {Nm(· − k)| k ∈ Z} ïðîñòðàíñòâà
V0:

ϕ(t) =
∑
k∈Z

αkNm(t− k), t ∈ R. (5)

Ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, ïîëó÷èì

ϕ̂(ξ) =
∑
k∈Z

αke
−ikξN̂m(ξ), ξ ∈ R. (6)

Èç ôîðìóëû (4) ñëåäóåò, ÷òî

ϕ̂(ξ) =
N̂m(ξ)√
e2m−2(ξ)

, (7)

ãäå

en(ξ) :=

(
2 sin

ξ

2

)n+2∑
k∈Z

1

(ξ + 2πk)n+2 .

Èç (6) è (7) âèäíî, ÷òî ÷èñëà αk ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå ôóíêöèè
1/
√
e2m−2(ξ), òî åñòü

αk =
1

2π

∫ 2π

0

eikξ√
e2m−2(ξ)

dξ, k ∈ Z. (8)

Èçâåñòíî, ÷òî åñëè x = cos(ξ/2), òî

en(ξ) = un(x), (9)

ãäå ñèñòåìà {un(x)} îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè

u0(x) = 1, un(x) = xun−1(x) +
1− x2

n+ 1
u′n−1(x), n ∈ N.

Â ÷àñòíîñòè,

u1(x) = x, u2(x) =
1

3
(1 + 2x2),

u3(x) =
1

3
(2x+ x3), u4(x) =

1

15
(2 + 11x2 + 2x4).

Ñ ïîìîùüþ ôîðìóë (5), (8) è (9) ìîæíî âû÷èñëÿòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ϕ.
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Ïî ìàñøòàáèðóþùåé ôóíêöèè ϕ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ îð-
òîãîíàëüíûé âåéâëåò ψ. À èìåííî, ïóñòü

ψ̂(ξ) = G(ξ/2)ϕ̂(ξ/2), (10)

ãäå
G(ξ) = e−iξH(ξ + π), H(ξ) = ϕ̂(2ξ)/ϕ̂(ξ). (11)

Çàìå÷àÿ, ÷òî
N̂m(2ξ) = e−iξm/2 cosm(ξ/2)N̂m(ξ),

èç (7), (10) è (11) âûâîäèì ôîðìóëó

ψ̂(ξ) = G(ξ/2)
N̂m(ξ/2)√
e2m−2(ξ/2)

. (12)

Îòñþäà àíàëîãè÷íî (5) è (8) èìååì

ψ(t) =
∑
k∈Z

βkNm(t− k), t ∈ R, (13)

ãäå

βk =
1

2π

∫ 2π

0

G(ξ)eikξ√
e2m−2(ξ)

dξ, k ∈ Z. (14)

Âåéâëåò Áàòëà � Ëåìåðüå ψ, îïðåäåëåííûé ôîðìóëàìè (13) è (14), îáëà-
äàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

10. Âåéâëåò ψ ÿâëÿåòñÿ ñïëàéíîì ñòåïåíè m − 1 äåôåêòà 1 ñ óçëîâûìè
òî÷êàìè k/2, k ∈ Z.

20. Ñèñòåìà {2j/2ψ(· − k)| j, k ∈ Z} ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì
ïðîñòðàíñòâà L2(R).

30. Äëÿ k = 0, 1, . . . ,m− 1 ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà∫
R
tkψ(t) dt = 0.

40. Íîñèòåëü suppψ íå êîìïàêòåí.

50. Ñóùåñòâóåò ÷èñëî γ > 0 òàêîå, ÷òî

lim
t→∞

ψ(t)eγ| t| = 0.

Ãðàôèê âåéâëåòà ψ ìîæåò áûòü ïîñòðîåí ñ ïîìîùüþ ôîðìóë (13) è (14).

Óïðàæíåíèå. Íàïèøèòå ïðîãðàììó äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ìàñøòà-
áèðóþùèõ ôóíêöèé Áàòëà � Ëåìåðüå.
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Ãëàâà 3. Äèñêðåòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ è
êðàòíîìàñøòàáíûé p-àíàëèç íà ïîëóïðÿìîé

� 1. Ñèñòåìû Õààðà, Óîëøà è Ðàäåìàõåðà íà åäèíè÷íîì èíòåðâàëå

Ïóñòü n � öåëîå ÷èñëî. Íàïîìíèì, ÷òî ÷èñëîâûå ïðîìåæóòêè

I
(n)
k = [k2−n, (k + 1)2−n), k ∈ Z,

íàçûâàþòñÿ äâîè÷íûìè (èëè äèàäè÷åñêèìè) èíòåðâàëàìè ðàíãà n. Äâîè÷-

íûé èíòåðâàë I
(0)
0 = [0, 1) îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ∆. Cëåäóþùèå äâà ýëåìåíòàð-

íûõ ñâîéñòâà áûëè ñôîðìóëèðîâàíû â � 1 ãëàâû 2; äîêàçàòåëüñòâà îñòàëüíûõ
óòâåðæäåíèé íàñòîÿùåãî ïàðàãðàôà èìåþòñÿ â [3], [4] è [8].

1.1. Ëþáûå äâà äâîè÷íûõ èíòåðâàëà îäíîãî ðàíãà íå ïåðåñåêàþòñÿ.
1.2. Åñëè äâà äâîè÷íûõ èíòåðâàëà ïåðåñåêàþòñÿ, òî îäèí èç íèõ ñîäåð-

æèòñÿ â äðóãîì.

Cèñòåìà ôóíêöèé Õààðà {hn | n ∈ Z+} íà ∆ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

1) ïðè n = 0 ñ÷èòàþò h0(t) = 1 äëÿ âñåõ t ∈ ∆;

2) ïðè n ∈ N ïîëàãàþò

hn(t) =


2j/2, t ∈ I(j+1)

2k ,

−2j/2, t ∈ I(j+1)
2k+1 ,

0, t ∈ ∆ \ I(j)
k ,

ãäå ÷èñëà j, k ∈ Z+ îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèé

n = 2j + k, 0 ≤ k ≤ 2j − 1

(òàê ÷òî j = max{ s ∈ Z+ | 2s ≤ n}, k = n− 2j).

1.3. Ñèñòåìà Õààðà {hn | n ∈ Z+} ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì
ïðîñòðàíñòâà L2(∆).

Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ L1(∆) ïîëîæèì

c0(f) =

∫ 1

0
f(t) dt è cn(f) = 2j/2

(∫
I
(j+1)
2k

f(t) dt−
∫
I
(j+1)
2k+1

f(t) dt

)
,

ãäå n = 2j + k, 0 ≤ k ≤ 2j− 1. Ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè f ïî ñèñòåìå Õààðà èìååò
âèä

∞∑
n=0

cn(f)hn. (1)
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1.4. Åñëè N − 1 = 2m + k, 0 ≤ k ≤ 2m − 1, òî çíà÷åíèå ÷àñòè÷íîé ñóììû

SNf(t) :=
N−1∑
n=0

cn(f)hn(t)

ðÿäà (2) â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå t ∈ ∆ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

SNf(t) =

{
2m+1

∫
I
(m+1)
l

f(τ) dτ äëÿ t ∈ I(m+1)
l , 0 ≤ l ≤ 2k + 1,

2m
∫
I
(m)
l
f(τ) dτ äëÿ t ∈ I(m)

l , k + 1 ≤ l ≤ 2m − 1.

1.5. Ñèñòåìà Õààðà {hn | n ∈ Z+} ïîëíà âî âñåõ ïðîñòðàíñòâàõ Lq(∆),
1 ≤ q <∞.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f , îãðàíè÷åííîé íà èíòåðâàëå ∆, ïîëîæèì

‖f‖∆ := sup
0≤t<1

| f(t)|.

Ñîãëàñíî ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ, íåïðåðûâíûå ôóíêöèè, îòëè÷íûå îò ïî-
ñòîÿííûõ, íå ìîãóò ðàâíîìåðíî ïðèáëèæàòüñÿ ïîëèíîìàìè Õààðà ïîðÿäêà N
ñî ñêîðîñòüþ o(1/N) ïðè N →∞.

1.6. Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà è îãðàíè÷åíà íà ∆. Åñëè f 6= const, òî

lim
N→∞

(N · ‖f − SNf‖∆) 6= 0,

ãäå SNf � ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà (1).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç DN ìíîæåñòâî ïîëèíîìîâ Õààðà ñòåïåíè íå âûøå N−1,
ò.å. ïîëèíîìîâ âèäà

g =
N−1∑
k=0

akhk, (2)

ãäå ak � ïðîèçâîëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. Èíà÷å ãîâîðÿ, ïîëàãàåì

DN := span{h0, h1, . . . , hN−1}.

1.7. Åñëè N − 1 = 2m, òî êàæäàÿ ôóíêöèÿ âèäà (2) ÿâëÿåòñÿ ñòóïåí÷àòîé

ôóíêöèåé, ïðèíèìàþùåé ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ íà äâîè÷íûõ èíòåðâàëàõ I
(m)
k ,

0 ≤ k ≤ 2m − 1. Â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà N − 1 = 2m + k, 0 ≤ k ≤ 2m − 1,
ìíîæåñòâî DN ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèé, èíòåðâàëàìè

ïîñòîÿíñòâà êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ I
(m+1)
l äëÿ 0 ≤ l ≤ 2k + 1 è I

(m)
l äëÿ k < l ≤

2m − 1.

Ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ è îãðàíè÷åííûõ íà ∆, îáîçíà÷èì
÷åðåç Cb(∆). Äëÿ äàííîé ôóíêöèè f ∈ Cb(∆) ïîëîæèì

α
(m)
j (f) := sup{f(t) | t ∈ I(m)

j }, β
(m)
j (f) := inf{f(t) | t ∈ I(m)

j },
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ω
(m)
j (f) := α

(m)
j (f)− β

(m)
j (f),

ãäå m è j � öåëûå ÷èñëà, 0 ≤ j ≤ 2m − 1.

1.8. Ïóñòü f ∈ Cb(∆), N � íàòóðàëüíîå ÷èñëî è ïóñòü m, l ∈ Z+ îïðåäåëå-
íû èç óñëîâèé N − 1 = 2m + l, 0 ≤ l ≤ 2m − 1. Òîãäà ïîëèíîì gN , çàäàííûé
ôîðìóëîé

gN(t) =

{
(α

(m+1)
j (f)− β

(m+1)
j (f))/2 äëÿ t ∈ I(m+1)

j , 0 ≤ j ≤ 2l + 1,

(α
(m)
j (f)− β

(m)
j (f))/2 äëÿ t ∈ I(m)

j , l + 1 ≤ j ≤ 2m − 1,

îñóùåñòâëÿåò íàèëó÷øåå ðàâíîìåðíîå ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè f íà ∆ ñðåäè
âñåõ ïîëèíîìîâ Õààðà èç DN , ò.å. äëÿ íåãî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

‖f − gN‖∆ = inf
g∈DN

‖f − g‖∆.

Ïðè ýòîì

‖f − gN‖∆ =
1

2
max

{
max

0≤j≤2l+1
ω

(m+1)
j (f), max

l<j<2m
ω

(m)
j (f)

}
.

Ïóñòü r0 : R → {−1, 1} � ôóíêöèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ óñëîâèÿìè: 1) r0(x) = 1
äëÿ x ∈ [0, 1/2), 2) r0(x) = −1 äëÿ x ∈ [1/2, 1) è 3) r0(x + 1) = r0(x) äëÿ
x ∈ R. Òîãäà ñèñòåìà ôóíêöèé Ðàäåìàõåðà {rn | n ∈ Z+} îïðåäåëÿåòñÿ ïî
ôîðìóëå

rn(x) = r0(2
nx), x ∈ R.

1.9. Ôóíêöèÿ Ðàäåìàõåðà rn èìååò ïåðèîä 1/2n, ïîñòîÿííà íà äâîè÷íûõ
èíòåðâàëàõ ðàíãà n+1 è ïðèíèìàåò íà ýòèõ èíòåðâàëàõ ïîïåðåìåííî çíà÷åíèÿ
1 è −1:

rn(x) = (−1)k, åñëè x ∈ I(n+1)
k , k ∈ Z ,

à â òî÷êàõ k/2n+1, k ∈ Z , îíà íåïðåðûâíà ñïðàâà. Êðîìå òîãî,∫
I
(n)
k

rn(x) dx = 0, n ∈ Z+, k ∈ Z .

1.10. Ñèñòåìà {rn | n ∈ Z+} îðòîíîðìèðîâàíà, íî íå ïîëíà â L2(∆).

1.11. Ïóñòü∑∞
n=0 |an|2 < +∞, ãäå an � êîìïëåêñíûå ÷èñëà. Òîãäà ðÿä

∞∑
n=0

anrn(x)

ñõîäèòñÿ ïî÷òè âñþäó íà ∆, ñóììà f ýòîãî ðÿäà ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâàì
Lq(∆) äëÿ âñåõ q ∈ (0,+∞) è ïðè êàæäîì òàêîì q

Aq

( ∞∑
n=0

|an|2
)1/2

≤
(∫

∆
|f(x)|q dx

)1/q

≤ Bq

( ∞∑
n=0

|an|2
)1/2

,
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ãäå Aq è Bq � ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû, çàâèñÿùèå òîëüêî îò q.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x ∈ R ÷èñëà xj ∈ {0, 1} îïðåäåëèì ïî ôîðìóëå

xj = [2jx](mod 2), j ∈ N. (3)

Ýòè ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ öèôðàìè äâîè÷íîãî ðàçëîæåíèÿ äðîáíîé ÷àñòè ÷èñëà x:

{x} =
∞∑
j=1

xj2
−j

(â ñëó÷àå äâîè÷íî-ðàöèîíàëüíîãî x ïîëó÷àåòñÿ ðàçëîæåíèå ñ êîíå÷íûì ÷èñ-
ëîì íåíóëåâûõ ñëàãàåìûõ).

1.12. Äëÿ ëþáûõ n ∈ Z+, x ∈ R èìååì

rn(x) = 1− 2xn+1 = (−1)xn+1,

ãäå xj íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëå (3).

Ïóñòü µ � ìåðà Ëåáåãà íà R è fn (n = 0, 1, . . . , N) � âåùåñòâåííûå èç-
ìåðèìûå ôóíêöèè, îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ êîòîðûõ ñîäåðæàò ∆. Ãîâîðÿò, ÷òî
{fn | n = 0, 1, . . . , N} ÿâëÿåòñÿ íàáîðîì íåçàâèñèìûõ ôóíêöèé, åñëè äëÿ ëþ-
áûõ èíòåðâàëîâ In ⊂ R, n = 0.1, . . . , N, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

µ{x ∈ ∆ : fn(x) ∈ In, n = 1, 2, . . . , N} =
N∏
n=1

µ{x ∈ ∆ : fn(x) ∈ In}.

Ñèñòåìó {fn | n ∈ Z+} íàçûâàþò ñèñòåìîé íåçàâèñèìûõ ôóíêöèé, åñëè äëÿ
ëþáîãî N ∈ N íàáîð {fn | n = 0, 1, . . . , N} åñòü íàáîð íåçàâèñèìûõ ôóíêöèé.

Äëÿ n ∈ Z+, x ∈ R ïîëîæèì

θn(x) =
1− rn(x)

2
, ò.å. θn(x) = xn+1,

ãäå xj íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëå (3).

1.13. Ñèñòåìû {rn | n ∈ Z+} è {θn | n ∈ Z+} ÿâëÿþòñÿ ñèñòåìàìè íåçàâè-
ñèìûõ ôóíêöèé.

Cèñòåìà ôóíêöèé Óîëøà {wn | n ∈ Z+} íà ∆ îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâàìè

w0(x) ≡ 1, wn(x) =
s−1∏
j=0

(r0(2
jx))nj , n ∈ N, x ∈ ∆,

ãäå nj áåðóòñÿ èç äâîè÷íîãî ðàçëîæåíèÿ

n =
s−1∑
j=0

nj2
j, nj ∈ {0, 1}, ns−1 = 1.
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1.14. Ôóíêöèè Óîëøà âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ôóíêöèè Ðàäåìàõåðà ïî ôîðìó-
ëàì

wn(x) =
s−1∏
j=0

(rj(x))
nj = rs−1(x)

s−2∏
j=0

(rj(x))
nj , n ∈ N, x ∈ ∆,

è óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì îðòîãîíàëüíîñòè∫ 1

0
wn(x)wm(x) dx = δn,m, n,m ∈ Z+.

1.15. Ôóíêöèè Óîëøà wl(x) ïðè 0 ≤ l ≤ 2n − 1 ïðèíèìàþò ïîñòîÿííûå

çíà÷åíèÿ, ðàâíûå 1 èëè −1, íà êàæäîì èç äâîè÷íûõ èíòåðâàëîâ I
(n)
k , 0 ≤ k ≤

2n − 1, ïðè÷åì wl(x) = 1 ïðè x ∈ I(n)
0 .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç w
(n)
l,k ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå, êîòîðîå ïðèíèìàåò ôóíêöèÿ

wl(x) íà èíòåðâàëå I
(n)
k , ò.å.

w
(n)
l,k := wl(k2

−n) äëÿ 0 ≤ l, k ≤ 2n − 1.

Â ÷àñòíîñòè,

w
(0)
0,0 = 1, w

(1)
0,0 = w

(1)
1,0 = w

(1)
0,1 = 1, w

(1)
1,1 = −1.

1.16. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ìàòðèöà (w
(n)
l,k ) ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé

è óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì îðòîãîíàëüíîñòè

2n−1∑
i=0

w
(n)
i,l w

(n)
i,k =

2n−1∑
j=0

w
(n)
l,j w

(n)
k,j = 2nδl,k, 0 ≤ l, k ≤ 2n − 1.

Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

w
(n)
2l,k = w

(n)
2l+1,k = w

(n−1)
l,k , w

(n)
2l,2n+k = −w(n)

2l+1,2n+k = w
(n−1)
l,k ,

w
(n)
l,2k = w

(n)
l,2k+1 = w

(n−1)
l,k , w

(n)
2n+l,2k = −w(n)

2n+l,2k+1 = w
(n−1)
l,k .

Îòñþäà âèäíî, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ìàòðèöû (w
(n)
l,k ) ñëåäóåò êàæäóþ ñòðîêó

ìàòðèöû (w
(n−1)
l,k ) íàïèñàòü äâàæäû â âèäå äâóõ íîâûõ ñòðîê è äîïîëíèòü

ïîëó÷åííûå ñòðîêè, ïðèïèñûâàÿ ê ïåðâîé ñòðîêå ñïðàâà åùå îäèí ýêçåìïëÿð
ýòîé æå ñòðîêè, à êî âòîðîé ñòðîêå äîáàâëÿÿ ñïðàâà âñå ýëåìåíòû òîé æå
ñòðîêè ñ ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì. Íàïðèìåð, äëÿ n = 1 è n = 2 ïîëó÷àþòñÿ
ìàòðèöû (

1 1
1 −1

)
,

 1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1

 .
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1.17. Äëÿ ëþáûõ n ∈ Z+, x ∈ ∆, ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

w2n+l(x) = 2−n/2
2n−1∑
k=0

w
(n)
l,k h2n+k(x), 0 ≤ l ≤ 2n − 1,

è

h2n+k(x) = 2−n/2
2n−1∑
l=0

w
(n)
l,k w2n+l(x), 0 ≤ k ≤ 2n − 1.

1.18. Ïóñòü

w(x) =
2n−1∑
k=0

ckwk(x)

� ïîëèíîì Óîëøà ñòåïåíè íå âûøå 2n − 1 è ïóñòü

bl = w(x) äëÿ x ∈ I(n)
l , 0 ≤ l ≤ 2n − 1,

� çíà÷åíèÿ, ïðèíèìàåìûå ýòèì ïîëèíîìîì íà äâîè÷íûõ èíòåðâàëàõ ðàíãà n.
Òîãäà

ck =
1

2n

2n−1∑
l=0

w
(n)
l,k bl, 0 ≤ k ≤ 2n − 1,

è

bl =
2n−1∑
k=0

w
(n)
l,k ck, 0 ≤ l ≤ 2n − 1.

1.19. Ïóñòü f ∈ L1(∆) è

S2n(x) =
2n−1∑
j=0

cjwj(x), cj =

∫ 1

0
f(t)wj(t) dt, x ∈ ∆.

Òîãäà
lim
n→∞

‖f − S2n‖L1(∆) = 0.

1.20. Ñèñòåìà Óîëøà {wn | n ∈ Z+} ïîëíà âî âñåõ ïðîñòðàíñòâàõ Lq(∆),
1 ≤ q < ∞, à â ïðîñòðàíñòâå L2(∆) îíà ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì áàçè-
ñîì.
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� 2. Äèñêðåòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Óîëøà è Âèëåíêèíà �
Êðåñòåíñîíà

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè g, çàäàííîé íà ìíîæåñòâå {0, 1, . . . , 2n − 1} è
ïðèíèìàþùåé êîìïëåêñíûå çíà÷åíèÿ, ïðåîáðàçîâàíèå Óîëøà îáîçíà÷àåòñÿ ĝ
è îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

ĝ(j) :=
1

2n

2n−1∑
k=0

g(k)wj(k2
−n), 0 ≤ j ≤ 2n − 1.

2.1. Ôîðìóëà îáðàùåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Óîëøà èìååò âèä

g(k) =
2n−1∑
j=0

ĝ(j)wk(j2
−n), 0 ≤ k ≤ 2n − 1.

Ïîñêîëüêó wj(k2
−n) = wk(j2

−n) = w
(n)
j,k , èç 1.18 èìååì:

1) ïðîèçâîëüíûé ïîëèíîì Óîëøà w(x) ñòåïåíè 2n − 1 âîññòàíàâëèâàåòñÿ
ïî ñâîèì çíà÷åíèÿì íà äâîè÷íûõ èíòåðâàëàõ ðàíãà n c ïîìîùüþ ïåðåîáðà-
çîâàíèÿ Óîëøà;

2) äëÿ äàííîãî ïîëèíîìà Óîëøà w(x) åãî çíà÷åíèÿ íà äâîè÷íûõ èíòåðâà-

ëàõ I
(n)
l ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ñ ïîìîùüþ îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Óîëøà.

2.2. Ïóñòü ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà [0, 1] è ïóñòü gn(k) =
f(k2−n) äëÿ k = 0, 1, . . . , 2n − 1. Òîãäà

lim
n→∞

ĝn(j) =

∫ 1

0
f(x)wj(x) dx, j ∈ Z+.

Äëÿ êàæäîãî k ∈ {0, 1, . . . , 2n − 1}, èìåþùåãî äâîè÷íîå ðàçëîæåíèå

k = kn−12
n−1 + kn−22

n−2 + · · ·+ k0, ki ∈ {0, 1},

ïîëàãàþò

rev1(k) = k0, revν(k) := k02
ν−1 + k12

ν−2 + · · ·+ kν−1, ν ∈ {2, . . . , n}.

2.3. Äëÿ ëþáûõ σ ∈ {0, 1}, ν ∈ {2, . . . , n} èìåþò ìåñòî ðåêóððåíòíûå
ôîðìóëû

rev1(σ) = σ, revν(2l + σ) = σ2ν−1 + revν−1(l), l ∈ {0, 1, . . . , 2ν−1 − 1}.

2.4. Ïðåîáðàçîâàíèå Óîëøà ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè g : {0, 1, . . . , 2n−1} →
C ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ ôîðìóë

xn(k) = g(k), k ∈ {0, 1, . . . , 2n − 1};
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xν(l + s2n−ν + σ2n−ν−1) =

=
1

2

(
xν+1(l + s2n−ν) + (−1)σxν+1(l + s2n−ν + σ2n−ν−1)

)
,

ν ∈ {n− 1, n− 2, . . . , 0}, σ ∈ {0, 1},
l ∈ {0, 1, . . . , 2n−ν−1 − 1}, s ∈ {0, 1, . . . , 2ν − 1};

ĝ(k) = x0(revn(k)), k ∈ {0, 1, . . . , 2n − 1}.

2.5. Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Óîëøà ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî ïî ôîðìóëàì

x0(k) = ĝ(revn(k)), k ∈ {0, 1, . . . , 2n − 1};

xν+1(l + s2n−ν + σ2n−ν−1) = xν(l + s2n−ν) + (−1)σxν(l + s2n−ν + σ2n−ν−1),

ν ∈ {0, 1, . . . , n− 1}, σ ∈ {0, 1},
l ∈ {0, 1, . . . , 2n−ν−1 − 1}, s ∈ {0, 1, . . . , 2ν − 1};

g(k) = xn(k), k ∈ {0, 1, . . . , 2n − 1}.

Çàäàííûå â 2.4 è 2.5 ïðåîáðàçîâàíèÿ íàçûâàþò ñîîòâåòâåííî ïðÿìûì è
îáðàòíûì áûñòðûì ïðåîáðàçîâàíèåì Óîëøà (ñì., íàïðèìåð, [30]).

Ïóñòü N = pn, ãäå p è n � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, áîëüøèå 1. ×åðåç CN

îáîçíà÷àåòñÿ ïðîñòðàíñòâî êîìïëåêñíîçíà÷íûõ N -ïåðèîäè÷åñêèõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé x = {x(j)}. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è íîðìà â CN îïðåäåëÿþòñÿ
ðàâåíñòâàìè

〈x, y〉 =
N−1∑
j=0

x(j)y(j), ‖x‖ = 〈x, x〉1/2.

Äëÿ öåëîãî íåîòðèöàòåëüíîãî k ÷åðåç 〈k〉p îáîçíà÷àåòñÿ îñòàòîê îò äåëåíèÿ
k íà p. Åñëè k, l ∈ {0, 1, . . . , N − 1} èìåþò p-è÷íûå ðàçëîæåíèÿ

k = kn−1p
n−1 + kn−2p

n−2 + · · ·+ k0, l = ln−1p
n−1 + ln−2p

n−2 + · · ·+ l0,

ki, li ∈ {0, 1, . . . , p− 1},

òî ïîëàãàþò

k ⊕p l =
n−1∑
ν=0

〈kν + lν〉p p ν è {k, l}n =
n−1∑
ν=0

kνlν.

Ïóñòü εp = exp(2πi/p).Ôóíêöèè Âèëåíêèíà � Êðåñòåíñîíà v0, v1, . . . , vN−1
îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè

vk(j) = ε{k,l}n
p , k, j ∈ {0, 1, . . . , N − 1},
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è
vk(j) = vk(j +N), k ∈ {0, 1, . . . , N − 1}, j ∈ Z.

2.6. Ôóíêöèè Âèëåíêèíà � Êðåñòåíñîíà v0, v1, . . . , vN−1 îáëàäàþò ñâîé-
ñòâîì ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè

vk(j)vl(j) = vk⊕p l(j), j ∈ Z,

è îáðàçóþò îðòîãîíàëüíûé áàçèñ â CN , ïðè÷åì

‖vk‖2 = N, k ∈ {0, 1, . . . , N − 1}.

Äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {x(j)} èç CN èìååì

x(j) =
N−1∑
k=0

akvk(j), ak = N−1〈x, vk〉. (1)

Ïðèâåäåì äâà ìåòîäà âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ak ðàçëîæåíèÿ (1) ïî èç-
âåñòíûì çíà÷åíèÿì x(0), x(1), . . . , x(N − 1).

2.7. Ïóñòü
x0(k) = x(k), k ∈ {0, 1, . . . , N − 1};

xν(l + σp ν−1 + sp ν) =
1

p

p−1∑
τ=0

ε−στp xν−1(l + τp ν−1 + sp ν),

ν ∈ {1, 2, . . . , n}, σ ∈ {0, 1, . . . , p− 1},
l ∈ {0, 1, . . . , p ν−1 − 1}, s ∈ {0, 1, . . . , pn−ν − 1}.

Òîãäà
ak = xn(k), k ∈ {0, 1, . . . , N − 1}.

2.8. Ïóñòü
y0(k) = x(k), k ∈ {0, 1, . . . , N − 1};

yν(lp
n−ν+1 + σpn−ν + s) =

1

p

p−1∑
τ=0

ε−στp yν−1(lp
n−ν−1 + τpn−ν + s),

ν ∈ {1, 2, . . . , n}, σ ∈ {0, 1, . . . , p− 1},
l ∈ {0, 1, . . . , p ν−1 − 1}, s ∈ {0, 1, . . . , pn−ν − 1}.

Òîãäà
ak = yn(k), k ∈ {0, 1, . . . , N − 1}.

Çàäàííûå â 2.7 è 2.8 ïðåîáðàçîâàíèÿ íàçûâàþò ïðÿìûìè áûñòðûìè ïðå-
îáðàçîâàíèÿìè Âèëåíêèíà � Êðèñòåíñîíà. Îáðàùàÿ ôîðìóëû, çàäàþùèå
ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå äâà ìåòîäà âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé
x(0), x(1), . . . , x(N − 1) ïî èçâåñòíûì êîýôôèöèåíòàì ak.
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2.9. Ïóñòü
xn(k) = ak, k ∈ {0, 1, . . . , N − 1};

xν−1(l + τp ν−1 + sp ν) =

p−1∑
σ=0

εστp xν(l + σp ν−1 + sp ν),

ν ∈ {n, n− 1, . . . , 1}, τ ∈ {0, 1, . . . , p− 1},
l ∈ {0, 1, . . . , p ν−1 − 1}, s ∈ {0, 1, . . . , pn−ν − 1}.

Òîãäà
x(k) = x0(k), k ∈ {0, 1, . . . , N − 1}.

2.10. Ïóñòü
yn(k) = ak, k ∈ {0, 1, . . . , N − 1};

yν−1(lp
n−ν−1 + τpn−ν + s) =

p−1∑
σ=0

εστp yν(lp
n−ν+1 + σpn−ν + s),

ν ∈ {n, n− 1, . . . , 1}, τ ∈ {0, 1, . . . , p− 1},
l ∈ {0, 1, . . . , p ν−1 − 1}, s ∈ {0, 1, . . . , pn−ν − 1}.

Òîãäà
x(k) = y0(k), k ∈ {0, 1, . . . , N − 1}.

Çàäàííûå â 2.9 è 2.10 ïðåîáðàçîâàíèÿ íàçûâàþò îáðàòíûìè áûñòðûìè
ïðåîáðàçîâàíèÿìè Âèëåíêèíà � Êðèñòåíñîíà.

Äëÿ êàæäîãî k ∈ {0, 1, . . . , N − 1}, èìåþùåãî p-è÷íîå ðàçëîæåíèå

k = kn−1p
n−1 + kn−2p

n−2 + · · ·+ k0, ki ∈ {0, 1, . . . , p− 1},

ïîëàãàþò

rev
(p)
1 (k) = k0, rev(p)

ν (k) := k0p
ν−1 + k1p

ν−2 + · · ·+ kν−1, ν ∈ {2, . . . , n}.

Â ÷àñòíîñòè, ïðè p = 2 èìååì rev
(2)
ν (k) = revν(k). Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå

îáîáùåíèå óòâåðæäåíèÿ 2.3.
2.11. Äëÿ ëþáûõ σ ∈ {0, 1, . . . , p− 1}, ν ∈ {2, . . . , n} èìåþò ìåñòî ðåêóð-

ðåíòíûå ôîðìóëû

rev
(p)
1 (σ) = σ, rev(p)

ν (p l + σ) = σp ν−1 + rev
(p)
ν−1(l), l ∈ {0, 1, . . . , p ν−1 − 1}.

Äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé 2.6 � 2.11 ñîäåðæàòñÿ â ñòàòüå [13].
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� 3. Îáîáùåííûå ôóíêöèè Óîëøà è ìóëüòèïëèêàòèâíûå ñèñòåìû
íà ïîëóïðÿìîé

Ïóñòü R+ = [0,+∞) è p � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, áîëüøåå 1. Êàê îáû÷íî,
öåëàÿ è äðîáíàÿ ÷àñòè ÷èñëà x îáîçíà÷àþòñÿ ÷åðåç [x] è {x} ñîîòâåòñòâåííî.

Äëÿ êàæäîãî x ∈ R+ è ëþáîãî j ∈ N ÷èñëà xj, x−j ∈ {0, 1, . . . , p − 1}
îïðåäåëèì ðàâåíñòâàìè

xj = [p jx](mod p), x−j = [p 1−jx](mod p). (1)

Ýòè ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ öèôðàìè p-è÷íîãî ðàçëîæåíèÿ ÷èñëà x:

x =
∑
j<0

xjp
−j−1 +

∑
j>0

xjp
−j.

Ïðè ýòîì

[x] =
∞∑
j=1

x−jp
j−1, {x} =

∞∑
j=1

xjp
−j.

Íàïîìíèì, ÷òî εp = exp(2πi/p) è äëÿ öåëîãî k ÷åðåç 〈k〉p îáîçíà÷àåòñÿ
îñòàòîê îò äåëåíèÿ k íà p. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî 〈k〉p = k − [ k/p ] p.

Äëÿ ëþáûõ x, y ∈ R+ ïîëîæèì

x⊕ y =
∑
j<0

〈xj + yj〉pp−j−1 +
∑
j>0

〈xj + yj〉pp−j, (2)

ãäå xj, yj âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (1). Â ÷àñòíîñòè, ïðè p = 2 èìååì

x⊕ y =
∑
j<0

|xj − yj|2−j−1 +
∑
j>0

|xj − yj|2−j.

Ðàâåíñòâî z = x	y îçíà÷àåò, ÷òî z⊕y = x (â ñëó÷àå p = 2 áèíàðíûå îïåðàöèè
	 è ⊕ ñîâïàäàþò). Èç îïðåäåëåíèé âèäíî, ÷òî

[x⊕ y] = [x]⊕ [y] è {x⊕ y} = {x} ⊕ {y}.

Êðîìå òîãî, åñëè k, l ∈ {0, 1, . . . , pn − 1}, òî k ⊕ l = k ⊕p l (ñì. �2).

3.1. Áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ ⊕ íà R+ êîììóòàòèâíà, íî íå àññîöèàòèâíà.

Ïóñòü w1(x) � ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ íà [0,1) ôîðìóëîé

w1(x) =

{
1, x ∈ [0, 1/p),
εlp, x ∈ [lp−1, (l + 1)p−1), l ∈ {1, . . . , p− 1},

è ïðîäîëæåííàÿ íà R+ òàê, ÷òî w1(x + 1) = w1(x) äëÿ âñåõ x ∈ R+. Òî-
ãäà cèñòåìà îáîáùåííûõ ôóíêöèé Óîëøà {wl | l ∈ Z+} íà R+ îïðåäåëÿåòñÿ
ðàâåíñòâàìè
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w0(x) ≡ 1, wl(x) =
k∏
j=0

(w1(p
jx))lj , l ∈ N, x ∈ R+,

ãäå lj áåðóòñÿ èç p-è÷íîãî ðàçëîæåíèÿ

l =
k∑
j=0

ljp
j, lj ∈ {0, 1 . . . , p− 1}, lk 6= 0, k = k(l),

(êëàññè÷åñêàÿ ñèñòåìà Óîëøà ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ p = 2). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

wl(x+ 1) = wl(x) äëÿ âñåõ l ∈ Z+, x ∈ R+.

×èñëîâûå ïðîìåæóòêè

[kp−n, (k + 1)p−n), k ∈ Z,

íàçûâàþòñÿ p -àäè÷åñêèìè èíòåðâàëàìè ðàíãà n.

3.2. Îáîáùåííûå ôóíêöèè Óîëøà wl(x), 0 ≤ l ≤ pn − 1, ïðèíèìàþò ïî-
ñòîÿííûå çíà÷åíèÿ íà êàæäîì èç p -àäè÷åñêèõ èíòåðâàëîâ ðàíãà n, ïðè÷åì
wl(x) = 1 äëÿ x ∈ [0, p−n).

3.3. Ïóñòü l, s ∈ {0, 1, . . . , pn − 1} è m = rev
(p)
n (l). Òîãäà

wl(sp
−n) = vm(s),

ãäå vm � ôóíêöèè Âèëåíêèíà � Êðåñòåíñîíà.

Äëÿ ëþáûõ x, y ∈ R+ ïîëîæèì

χ(x, y) = ε t(x,y)p , t(x, y) =
∞∑
j=1

(xj y−j + x−j yj), (3)

ãäå xj, yj âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (1). Â ÷àñòíîñòè, χ(x, y) = (−1)t(x,y) ïðè
p = 2.

3.4. Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

χ(x, 0) = χ(0, y) = |χ(x, y)| = 1, χ(x, y) = χ(y, x) = w[y]({x})w[x]({y}),

è
χ(x, l) = wl({x}), l ∈ Z+, x, y ∈ R+.

Êðîìå òîãî, ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì j

χ(x, p−jl) = χ(p−jx, l) = wl(p
−jx), l ∈ Z+, x ∈ [0, p j).
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3.5. Ïóñòü x, y, z ∈ R+ è ÷èñëî x ⊕ y íå ÿâëÿåòñÿ p-è÷íî ðàöèîíàëüíûì.
Òîãäà

χ(x, z)χ(y, z) = χ(x⊕ y, z) è χ(x, z)χ(y, z) = χ(x	 y, z). (4)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ôèêñèðîâàííûõ x, z ðàâåíñòâà (4) âåðíû äëÿ âñåõ y
èç R+, êðîìå ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà.

Óòâåðæäåíèÿ 3.1 � 3.5 âûâîäÿòñÿ íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèé; äî-
ïîëíèòåëüíûå ñâåäåíèÿ î ôóíêöèÿõ Óîëøà è ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ñèñòåìàõ
èìåþòñÿ â [3], [4] è [30].

� 4. Êðàòíîìàñøòàáíûé p -àíàëèç â L2(R+)

Êðàòíîìàñøòàáíûì p -àíàëèçîì èëè p -êðàòíîìàñøòàáíûì àíàëèçîì
(ñîêðàùåííî: p -ÊÌÀ) â L2(R+) íàçûâàåòñÿ ñåìåéñòâî çàìêíóòûõ ïîäïðî-
ñòðàíñòâ Vj ⊂ L2(R+), j ∈ Z, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(i) Vj ⊂ Vj+1 äëÿ j ∈ Z;

(ii)
⋃
Vj = L2(R+) è

⋂
Vj = {0};

(iii) f(·) ∈ Vj ⇐⇒ f(p ·) ∈ Vj+1 äëÿ j ∈ Z;
(iv) f(·) ∈ V0 =⇒ f(· ⊕ k) ∈ V0 äëÿ k ∈ Z+;
(v) ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ ϕ ∈ L2(R+) òàêàÿ, ÷òî ñèñòåìà {ϕ(·	k) | k ∈ Z+}

ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì â V0.

Ôóíêöèÿ ϕ èç óñëîâèÿ (v) íàçûâàåòñÿ ìàñøòàáèðóþùåé ôóíêöèåé â
L2(R+).

4.1. Âñÿêàÿ ìàñøòàáèðóþùàÿ ôóíêöèÿ â L2(R+) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíå-
íèþ âèäà

ϕ(x) = p
∑
α∈Z+

aαϕ(px	 α),
∑
α∈Z+

|aα|2 < +∞. (1)

Ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå (1) íàçûâàåòñÿ ìàñøòàáèðóþùèì óðàâíåíè-
åì.

Ôóíêöèÿ ψ íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíûì âåéâëåòîì â L2(R+), åñëè ñèñòåìà
ôóíêöèé {2j/2ψ(2 j · 	 k) | j ∈ Z, k ∈ Z+} ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì
áàçèñîì â L2(R+).

4.2. Ïóñòü ϕ � ìàñøòàáèðóþùàÿ ôóíêöèÿ â L2(R+), óäîâëåòâîðÿþùàÿ
óðàâíåíèþ (1) ïðè p = 2. Òîãäà ôóíêöèÿ ψ, çàäàííàÿ ôîðìóëîé

ψ(x) = 2
∑
α∈Z+

(−1)αa1⊕αϕ(2x	 α), (2)

ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûì âåéâëåòîì â L2(R+).

Âåéâëåò ψ, îïðåäåëåííûé ïî ôîðìóëå (2), íàçûâàåòñÿ äèàäè÷åñêèì âåé-
âëåòîì íà ïîëóïðÿìîé R+, ñîîòâåòñòâóþùèì ìàñøòàáèðóþùåé ôóíêöèè ϕ.
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Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè ϕ ∈ L2(R+) ïîëîæèì

ϕj,k(x) = pj/2 ϕ(pjx	 k), j ∈ Z, k ∈ Z+,

è
Vj = span{ϕj,k | k ∈ Z+}, j ∈ Z. (3)

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ ãåíåðèðóåò p -ÊÌÀ â L2(R+), åñëè, âî-
ïåðâûõ, ñèñòåìà {ϕ(·	k) | k ∈ Z+} îðòîíîðìèðîâàíà â L2(R+) è, âî-âòîðûõ,
ñåìåéñòâî ïîäïðîñòðàíñòâ (3) ÿâëÿåòñÿ p -ÊÌÀ â L2(R+). Åñëè ôóíêöèÿ ϕ
ãåíåðèðóåò p -ÊÌÀ â L2(R+), òî îíà ÿâëÿåòñÿ ìàñøòàáèðóþùåé ôóíêöèåé â
L2(R+). Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ êàæäîãî j ∈ Z ñèñòåìà {ϕj,k | k ∈ Z+} ÿâëÿåòñÿ
îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì â Vj è ïî ôóíêöèè ϕ ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû
âåéâëåòû ψ1, . . . , ψp−1 òàêèì îáðàçîì, ÷òî ôóíêöèè

ψl,j,k(x) = pj/2ψl(p
jx	 k), 1 ≤ l ≤ p− 1, j ∈ Z, k ∈ Z+,

îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â L2(R+). Ïðè p = 2 èç ôóíêöèè ϕ
ïîëó÷àåòñÿ äèàäè÷åñêèé âåéâëåò ψ (ñì. 4.2).

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ p, n ∈ N, p ≥ 2, ðàññìîòðèì ìàñøòàáèðóþùåå óðàâíå-
íèå âèäà

ϕ(x) = p

pn−1∑
α=0

aαϕ(p x	 α). (4)

Ðåøåíèå ϕ óðàâíåíèÿ (4) íàçûâàåòñÿ ôèíèòíûì, åñëè ϕ èìååò êîìïàêò-
íûé íîñèòåëü íà R+. Åñëè ìàñøòàáèðóþùåå óðàâíåíèå (4) èìååò íåíóëåâîå
ôèíèòíîå ðåøåíèå ϕ ∈ L2(R+), òî ýòî ðåøåíèå åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî
óìíîæåíèÿ íà êîíñòàíòó. Íîðìèðóåì ýòî ðåøåíèå óñëîâèåì∫

R+

ϕ(t) dt = 1. (5)

Õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ìíîæåñòâà E ⊂ R+ îáîçíà÷èì ÷åðåç 1E.

4.3. Åñëè a0 = · · · = ap−1 = 1/p è âñå aα = 0 äëÿ α ≥ p, òî ðåøåíèåì óðàâ-
íåíèÿ (4) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ ϕ = 1[0,pn−1); â ÷àñòíîñòè, ïðè n = 1 ôóíêöèÿ ϕ
ÿâëÿåòñÿ ìàñøòàáèðóþùåé ôóíêöèåé Õààðà.

Ïóñòü {wα | α ∈ Z+} � ñèñòåìà îáîáùåííûõ ôóíêöèé Óîëøà íà R+, ñîîò-
âåòñòâóþùèõ âûáðàííîìó çíà÷åíèþ p (ñì. § 3). Îáîáùåííûé ïîëèíîì Óîëøà

m(ω) =

pn−1∑
α=0

aαwα(ω) (6)

íàçûâàåòñÿ ìàñêîé óðàâíåíèÿ (4) ( èëè åãî ðåøåíèÿ ϕ).
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4.4. Ïóñòü bs = m(sp−n) � çíà÷åíèÿ, ïðèíèìàåìûå ìàñêîé m óðàâíåíèÿ
(4) íà p -àäè÷åñêèõ èíòåðâàëàõ ðàíãà n, ò.å.

pn−1∑
α=0

aαwα(sp−n) = bs, 0 ≤ s ≤ pn − 1. (7)

Òîãäà

aα =
1

pn

pn−1∑
s=0

bswα(s/p
n), 0 ≤ α ≤ pn − 1. (8)

è îáðàòíî, èç ôîðìóë (8) ñëåäóþò (7).

Äëÿ ðåàëèçàöèè ïðåîáðàçîâàíèé (7) è (8) ìîæíî ïðèìåíÿòü áûñòðûå àë-
ãîðèòìû Âèëåíêèíà � Êðåñòåíñîíà (ñì. 2.7 - 2.10 è 3.3).
4.5. Åñëè ôóíêöèÿ ϕ ∈ L2(R+) èìååò êîìïàêòíûé íîñèòåëü, óäîâëåòâîðÿ-

åò óðàâíåíèþ (4) è óñëîâèþ (5), òî

pn−1∑
α=0

aα = 1 è suppϕ ⊂ [ 0, pn−1 ].

Êðîìå òîãî, åñëè ñèñòåìà {ϕ(· 	 k)| k ∈ Z+} îðòîíîðìèðîâàíà â L2(R+), òî
ìàñêà (6) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

m(0) = 1, |m(ω)|2+|m(ω+1/p)|2+· · ·+|m(ω+(p−1)/p)|2 = 1, ω ∈ [ 0, 1/p ).
(9)

Óñëîâèÿ (9) ýêâèâàëåíòíû ðàâåíñòâàì

b0 = 1, |bl|2 + |bl+pn−1|2 + · · ·+ |bl+(p−1)pn−1|2 = 1, 0 ≤ l ≤ pn−1 − 1, (10)

ãäå bl = m(lp−n). Â ÷àñòíîñòè, äëÿ p = n = 2 ïîëó÷àþòñÿ òðè ðàâåíñòâà

b0 = 1, b2 = 0, |b1|2 + |b3|2 = 1,

à äëÿ p = 3, n = 2 èìååì

b0 = 1, b3 = b6 = 0, |b1|2 + |b4|2 + |b7|2 = |b2|2 + |b5|2 + |b8|2 = 1.

Êðîìå òîãî, èç (10) ïðè ëþáîì n ñëåäóþò ðàâåíñòâà

bpn−1 = b2 pn−1 = · · · = b(p−1)pn−1 = 0.

Ïóñòü M ⊂ [0, 1) è

TpM =

p−1⋃
l=0

{
l/p+ ω/p | ω ∈M

}
.
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Ìíîæåñòâî M íàçûâàåòñÿ áëîêèðîâàííûì (äëÿ ìàñêè m), åñëè îíî ïðåäñòà-
âèìî â âèäå îáúåäèíåíèÿ p -àäè÷åñêèõ èíòåðâàëîâ ðàíãà n − 1, íå ñîäåðæèò
èíòåðâàëà [0, p−n+1) è îáëàäàåò ñâîéñòâîì TpM ⊂ M ∪ Nullm, ãäå Nullm
� ìíîæåñòâî âñåõ íóëåé ìàñêè m íà èíòåðâàëå [0,1). Íàïðèìåð, èíòåðâàë
[1− p1−n, 1) ÿâëÿåòñÿ áëîêèðîâàííûì ìíîæåñòâîì, åñëè ìàñêà m îáðàùàåòñÿ
â íóëü â òî÷êàõ l/p− 1/pn, 1 ≤ l ≤ p− 1.

4.6. Ïóñòü ôèíèòíàÿ ôóíêöèÿ ϕ ∈ L2(R+) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (4)
è óñëîâèþ (5). Òîãäà ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ:

(a) ñèñòåìà {ϕ(· 	 k)| k ∈ Z+} ëèíåéíî çàâèñèìà â òîì è òîëüêî â òîì
ñëó÷àå, êîãäà ìàñêà m èìååò áëîêèðîâàííîå ìíîæåñòâî;

(b) ñèñòåìà {ϕ(· 	 k)| k ∈ Z+} îðòîíîðìèðîâàíà â L2(R+) â òîì è òîëüêî
â òîì ñëó÷àå, êîãäà ìàñêà m íå èìååò áëîêèðîâàííûõ ìíîæåñòâ è óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèÿì (9).

Ïóñòü ìíîæåñòâî E ⊂ R+ òàêîâî, ÷òî èç ëþáîãî ïîêðûòèÿ ýòîãî ìíîæå-
ñòâà p-àäè÷åñêèìè èíòåðâàëàìè ìîæíî âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå (â
÷àñòíîñòè, E ìîæåò áûòü îáúåäèíåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà p -àäè÷åñêèõ èíòåð-
âàëîâ). Ìíîæåñòâî E íàçîâåì êîíãðóýíòíûì [0,1) ïî ìîäóëþ Z+, åñëè ìåðà
Ëåáåãà ìíîæåñòâà E ðàâíà 1 è äëÿ êàæäîãî x ∈ [0, 1) ñóùåñòâóåò k ∈ Z+
òàêîå, ÷òî x⊕ k ∈ E.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìàñêà m óðàâíåíèÿ (4) óäîâëåòâîðÿåò ìîäèôèöèðî-
âàííîìó óñëîâèþ Êîýíà, åñëè ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî E òàêîå, ÷òî:

1) E êîíãðóýíòíî [0,1) ïî ìîäóëþ Z+ è ñîäåðæèò íåêîòîðûé èíòåðâàë âèäà
[0, δ), δ > 0;

2) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

inf
j∈N

inf
ω∈E

|m(p−jω)| > 0. (11)

Îòìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó m(ω) ≡ 1 íà [0, p−n), äëÿ ïðîâåðêè íåðàâåíñòâà
(11) äîñòàòî÷íî íàéòè íîìåð j0 òàêîé, ÷òî E/2

j0 ⊂ [0, p−n), à çàòåì óáåäèòüñÿ,
÷òî ïîëèíîì m íå îáðàùàåòñÿ â íóëü íà ìíîæåñòâàõ E/2, . . . , E/2j0−1.

4.7. Ïóñòü ìàñêà m ôèíèòíîãî L2-ðåøåíèÿ ϕ óðàâíåíèÿ (4) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì (5) è (9). Òîãäà ñëåäóþùèå òðè óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(a) ôóíêöèÿ ϕ ãåíåðèðóåò p -ÊÌÀ â L2(R+);

(b) ìàñêà m íå èìååò áëîêèðîâàííûõ ìíîæåñòâ;

(c) ìàñêà m óäîâëåòâîðÿåò ìîäèôèöèðîâàííîìó óñëîâèþ Êîýíà.

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ p, n ∈ N, p ≥ 2, îïðåäåëèì êîýôôèöèåíòû aα òàêèå, ÷òî
ìàñøòàáèðóþùåå óðàâíåíèå (4) èìååò ðåøåíèå ϕ ∈ L2(R+) ñî ñëåäóþùèìè
ñâîéñòâàìè:

1) suppϕ ⊂ [0, pn−1],
2) ϕ ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ëàêóíàðíîãî ðÿäà ïî îáîáùåííûì ôóíêöèÿì Óîëøà,
3) ϕ ãåíåðèðóåò p -ÊÌÀ â L2(R+).
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Ïóñòü N0(p, n) � ìíîæåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë l ≥ pn−1, ó êîòîðûõ
â p-àðíîì ðàçëîæåíèè

l =
k∑
j=0

µjp
j, µj ∈ {0, 1, . . . , p− 1}, µk 6= 0, k = k(l) ∈ Z+, (12)

ñðåäè óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ (µj, µj+1, . . . , µj+n−1) îòñóòñòâóþò íàáîðû

(0, 0, . . . , 0, 1), (0, 0, . . . , 0, 2), . . . , (0, 0, . . . , 0, p− 1).

Ïîëîæèì N(p, n) = {1, 2, . . . , pn−1 − 1} ∪N0(p, n). Èìååì, â ÷àñòíîñòè,

N(2, 2) = {2j+1 − 1 | j ∈ Z+} = {1, 3, 7, 15, 31, . . . },

N(2, 3) = {1, 2, 3, 5, 6, 7, 10, 11, 13, 14, 15, 21, 22, 23, 26, 27, 29, 30, 31, 42, . . . },

N(p, 2) = {
k∑
j=0

µjp
j | µj ∈ {1, 2, . . . , p− 1}, k ∈ Z+} (p ≥ 3).

Äëÿ êàæäîãî l ∈ N(p, n), 1 ≤ l ≤ pn − 1, âûáåðåì (äåéñòâèòåëüíîå èëè êîì-
ïëåêñíîå) ÷èñëî bl òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ (10). Ïîëîæèì

γ(i1, i2, . . . , in) = bl, åñëè l = i1p
0+i2p

1+· · ·+inpn−1, ij ∈ {0, 1, . . . , p−1}.

Ïîñëå ýòîãî ïðåäñòàâèì êàæäîå l ∈ N(p, n) â âèäå p-àðíîãî ðàçëîæåíèÿ (12)
è îïðåäåëèì êîýôôèöèåíòû cl[m] ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâ:

cl[m] = γ(µ0, 0, 0, . . . , 0, 0), åñëè k(l) = 0;

cl[m] = γ(µ1, 0, 0, . . . , 0, 0)γ(µ0, µ1, 0, . . . , 0, 0), åñëè k(l) = 1;

. . .

cl[m] = γ(µk, 0, 0, . . . , 0)γ(µk−1, µk, 0, . . . , 0) . . . γ(µ0, µ1, . . . , µn−2, µn−1),

åñëè k = k(l) ≥ n− 1. Îòìåòèì, ÷òî â ïîñëåäíåì ïðîèçâåäåíèè èíäåêñû êàæ-
äîãî ìíîæèòåëÿ, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî, ïîëó÷àþòñÿ �ñäâèãîì� èíäåêñîâ ïðåäû-
äóùåãî ìíîæèòåëÿ íà îäíó ïîçèöèþ âïðàâî è äîáàâëåíèåì íà îñâîáîäèâøå-
åñÿ ïåðâîå ìåñòî îäíîé íîâîé öèôðû èç p-àðíîãî ðàçëîæåíèÿ (12) ÷èñëà l
(íàïðèìåð, çà ìíîæèòåëåì γ(µk−l, µk−l+1, . . . , µk,
0, 0, . . . , 0) ñëåäóåò γ(µk−l−1, µk−l, . . . , µk, 0, . . . , 0)).
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4.8. Ïóñòü ïàðàìåòðû bs óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (10), êîýôôèöèåíòû aα
óðàâíåíèÿ (4) îïðåäåëåíû èç ñèñòåìû

pn−1∑
α=0

aαwα(sp−n) = bs, 0 ≤ s ≤ pn − 1, (13)

à ôóíêöèÿ ϕ çàäàíà ðàçëîæåíèåì

ϕ(x) = (1/pn−1)1[0,1)(x/p
n−1)(1 +

∑
l∈N(p,n)

cl[m]wl(x/p
n−1)), x ∈ R+. (14)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ìàñêè m óðàâíåíèÿ (4) âûïîëíåíî ëþáîå èç óñëîâèé:

1) m íå èìååò áëîêèðîâàííûõ ìíîæåñòâ;

2) m óäîâëåòâîðÿåò ìîäèôèöèðîâàííîìó óñëîâèþ Êîýíà.
Òîãäà ôóíêöèÿ ϕ, îïðåäåëåííàÿ ïî ôîðìóëå (14), ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâ-
íåíèÿ (4) è ãåíåðèðóåò p -ÊÌÀ â L2(R+).

Îòìåòèì, ÷òî ñèñòåìà (13) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

m(sp−n) = bs, 0 ≤ s ≤ pn − 1,

à êîýôôèöèåíòû aα íàõîäÿòñÿ èç ýòîé ñèñòåìû ïî ôîðìóëàì (8) ñ ïîìîùüþ
ïðåîáðàçîâàíèé Âèëåíêèíà � Êðèñòåíñîíà. Êðîìå òîãî, åñëè bl 6= 0 äëÿ âñåõ
0 ≤ l ≤ pn−1 − 1, òî ìàñêà m óäîâëåòâîðÿåò ìîäèôèöèðîâàííîìó óñëîâèþ
Êîýíà íà ìíîæåñòâå E = [0, 1) (òàê êàê m(ω) 6= 0 íà [0, 1/2)).

Ïðèìåðû ìàñøòàáèðóþùèõ ôóíêöèé â L2(R+), ïîëó÷àåìûõ óêàçàííûì â
4.8 ìåòîäîì, ïðèâåäåíû â 4.9 � 4.14. Ãëàäêîñòü êàæäîé èç ýòèõ ôóíêöèé ϕ
õàðàêòåðèçóåòñÿ ñêîðîñòüþ óáûâàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Ωj(ϕ) := sup{ |ϕ(x)− ϕ(y)| : x, y ∈ [ 0, pn−1), x	 y ∈ [ 0, p−j ) }, j ∈ N.

Ïðèìåíÿåìîå íèæå ïîíÿòèå áåçóñëîâíîãî áàçèñà îáñóæäàëîñü â § 10 ãëàâû 1.

4.9. Ïðè p = n = 2 ïîëîæèì

b0 = 1, b1 = a, b2 = 0, b3 = b,

ãäå | a|2 + | b|2 = 1. Ýòîò âûáîð ïàðàìåòðîâ ïðèâîäèò ê ìàñøòàáèðóþùåìó
óðàâíåíèþ

ϕ(x) = 2
3∑

k=0

aαϕ(2x	 α) (15)

ñ êîýôôèöèåíòàìè

a0 =
1 + a+ b

4
, a1 =

1 + a− b

4
, a2 =

1− a− b

4
, a3 =

1− a+ b

4
.
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Ïðè a = 1 è a = −1 ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (15) ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿ Õàà-
ðà ϕ(x) = χ[0,1)(x) è ñìåùåííàÿ ôóíêöèÿ Õààðà ϕ(x) = χ[0,1)(x 	 1) ñîîò-
âåòñòâåííî. Â ñëó÷àå a = 0 èíòåðâàë [1/2, 1) ÿâëÿåòñÿ áëîêèðîâàííûì ìíî-
æåñòâîì äëÿ ìàñêè óðàâíåíèÿ (15), ôóíêöèÿ ϕ îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå
ϕ(x) = (1/2)χ[0,1)(x/2) è ñèñòåìà {ϕ(·	k) | k ∈ Z+} ëèíåéíî çàâèñèìà (ëåãêî
âèäåòü, ÷òî ϕ(x) = ϕ(x	 1)).

Ïóñòü òåïåðü 0 < | a| < 1. Òîãäà èç ôîðìóëû (14) ïîëó÷àåòñÿ ìàñøòàáè-
ðóþùàÿ ôóíêöèÿ Ëýíãà:

ϕ(x) = (1/2)χ[0,1)(x/2)(1 + a

∞∑
j=0

bjw2j+1−1(x/2)), x ∈ R+.

Ýòà ôóíêöèÿ ϕ ãåíåðèðóåò 2-ÊÌÀ â L2(R+), óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

Ωj(ϕ) ≤ C| b|j, j ∈ N,

è îáëàäàåò ôðàêòàëüíûì ñâîéñòâîì:

ϕ(x) =

{
(1 + a− b)/2 + bϕ(2x) äëÿ 0 ≤ x < 1,

(1− a+ b)/2− bϕ(2x− 2) äëÿ 1 ≤ x ≤ 2.

Êðîìå òîãî, ïðè óñëîâèè | b| < 1/2 ñèñòåìà {2j/2ψ(2 j · 	 k) | j ∈ Z, k ∈ Z+},
ãäå âåéâëåò ψ îïðåäåëåí ïî ϕ ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (2), ÿâëÿåòñÿ áåçóñëîâíûì
áàçèñîì âî âñåõ ïðîñòðàíñòâàõ Lq(R+), 1 < q <∞.

4.10. Ïóñòü p = 2, n = 3 è

m(ω) =


1, ω ∈ [0, 1/4) ∪ [3/8, 1/2),
b, ω ∈ [1/4, 3/8),
0, ω ∈ [1/2, 3/4) ∪ [7/8, 1),
β, ω ∈ [3/4, 7/8),

ãäå 0 ≤ | b| < 1, |β| =
√

1− | b|2. Äëÿ ìàñêè m ìîäèôèöèðîâàííîå óñëîâèå
Êîýíà âûïîëíåíî íà ìíîæåñòâå E = [0, 1/2) ∪ [3/4, 1) ∪ [3/2, 7/4). Ïîëüçóÿñü
(14), ïîëó÷àåì ìàñøòàáèðóþùóþ ôóíêöèþ

ϕ(x) =
1

4
χ[0,1)(x/4) [1 + w1(x/4) + bw2(x/4) + w3(x/4) + βw6(x/4)] . (16)

Ôóíêöèÿ ϕ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

ϕ(x) =
7∑

k=0

ckϕ(2x	 k)

ñ êîýôôèöèåíòàìè

c0 = (3 + b+ β)/4, c1 = (3 + b− β)/4, c2 = c6 = (1− b− β)/4,
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c3 = c7 = (1− b+ β)/4, c4 = (−1 + b+ β)/4, c5 = (−1 + b− β)/4.

4.11. Ïóñòü p = 2, n = 3 è

b0 = 1, b1 = a, b2 = b, b3 = c, b4 = 0, b5 = α, b6 = β, b7 = γ,

ãäå | a|2 + |α|2 = | b|2 + |β|2 = | c|2 + |γ|2 = 1. Òîãäà

γ(1, 0, 0) = a, γ(0, 1, 0) = b, γ(1, 1, 0) = c,

γ(1, 0, 1) = α, γ(0, 1, 1) = β, γ(1, 1, 1) = γ

è
cl[m] = γ(µk, 0, 0)γ(µk−1, µk, 0) . . . γ(µ0, µ1, µ2),

ãäå

l =
k∑
i=0

µi2
i, µk = 1, µi ∈ {0, 1}.

Ðàçëîæåíèå (14) ïðèíèìàåò âèä

ϕ(x) = (1/4)χ[0,1)(y)(1 +
∑

l∈N(2,3)

cl[m]wl(y))

= (1/4)χ[0,1)(y)(1 + aw1(y) + abw2(y) + acw3(y) + abαw5(y)

+ acβ w6(y) + acγ w7(y) + ab2αw10(y) + abcαw11(y)+

+ acβγ w14(y) + acγ2w15(y) + ab2α2w21(y) + abcαβ w22(y) + abαβγ w23(y)

+ abcαβ w26(y) + ac2αβ w27(y) + acαβγ w29(y) + acβγ2w30(y) + . . . ),

ãäå y = x/4. Åñëè a è c íåíóëåâûå, òî ôóíêöèÿ ϕ ãåíåðèðóåò 2-ÊÌÀ â L2(R+)
(ìîäèôèöèðîâàííîå óñëîâèå Êîýíà â ñëó÷àå abc 6= 0 âûïîëíåíî äëÿ E = [0, 1),
à â ñëó÷àå a 6= 0, b = 0, c 6= 0 îíî èìååò ìåñòî äëÿ E = [0, 1/2) ∪ [3/4, 1) ∪
[3/2, 7/4)). Ôóíêöèÿ ϕ óäîâëåòâîðÿåò ìàñøòàáèðóþùåìó óðàâíåíèþ

ϕ(x) =
7∑

k=0

ckϕ(2x	 k)

ñ êîýôôèöèåíòàìè

c0 =
1

4
(1 + a+ b+ c+ α+ β + γ),

c1 =
1

4
(1 + a+ b+ c− α− β − γ),

c2 =
1

4
(1 + a− b− c+ α− β − γ),
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c3 =
1

4
(1 + a− b− c− α+ β + γ),

c4 =
1

4
(1− a+ b− c− α+ β − γ),

c5 =
1

4
(1− a+ b− c+ α− β + γ),

c6 =
1

4
(1− a− b+ c− α− β + γ),

c7 =
1

4
(1− a− b+ c+ α+ β − γ).

Â ñëó÷àå a = 1, 0 ≤ |γ| < 1, äëÿ ôóíêöèè ϕ èìååò ìåñòî îöåíêà

Ωj(ϕ) ≤ C|γ|j, j ∈ N,

à åñëè b = c = 1, 0 ≤ |α| < 1, òî

Ωj(ϕ) ≤ C|α|j, j ∈ N,

ïðè÷åì îáå îöåíêè òî÷íûå ïî ïîðÿäêó. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè a = 0 è c = 0
áëîêèðîâàííûìè ìíîæåñòâàìè äëÿ ìàñêè

m(ω) =
1

2

7∑
k=0

ckwk(ω)

ÿâëÿþòñÿ èíòåðâàëû [1/4, 1) è [3/4, 1) ñîîòâåòñòâåííî. Çíà÷èò, åñëè a = 0
èëè c = 0, òî ñèñòåìà {ϕ(· 	 k) | k ∈ Z+} ëèíåéíî çàâèñèìà è ôóíêöèÿ ϕ íå
ãåíåðèðóåò 2-ÊÌÀ â L2(R+).

Ìàñøòàáèðóþùèå ôóíêöèè, ðàññìîòðåííûå â 4.9 è 4.10, ïîëó÷àþòñÿ ïðè
a = 1 èç 4.11 ñîîòâåòñòâåííî â ñëó÷àÿõ: 1) b = c è 2) 0 ≤ | b| < 1, c = 1.

4.12. Ïóñòü p = 2. Âûáåðåì êîìïëåêñíûå ÷èñëà b0, b1, . . . , b2n−1−1 òàêèìè,
÷òî

b0 = 1 è 0 < | bl| ≤ 1, 1 ≤ l ≤ 2n−1 − 1,

à çàòåì îïðåäåëèì b2n−1, b2n−1+1, . . . , b2n−1 ïî ôîðìóëå

| bl+2n−1| =
√

1− | bl|2, 0 ≤ l ≤ 2n−1 − 1.

Ïðèìåíèâ ôîðìóëû (16), íàéäåì êîýôôèöèåíòû ìàñêè

m(ω) =
2n−1∑
α=0

aαwk(ω),

ïðèíèìàþùåé íà äâîè÷íûõ èíòåðâàëàõ I
(n)
l , 0 ≤ l ≤ 2n − 1, çíà÷åíèÿ bl.

Òàê êàê bl äëÿ 0 ≤ l ≤ 2n−1 − 1 âûáðàíû íåíóëåâûìè, òî |m(ω)| > 0
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äëÿ ω ∈ [0, 1/2). Ñëåäîâàòåëüíî, ìàñêà m óäîâëåòâîðÿåò ìîäèôèöèðîâàííî-
ìó óñëîâèþ Êîýíà. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàñøòàáèðóþùàÿ ôóíêöèÿ ϕ ìîæåò
áûòü çàäàíà ðàçëîæåíèåì (14), êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî ïî ïàðàìåòðàì bl
îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî (ñ òî÷íîñòüþ äî åäèíè÷íûõ ïî ìîäóëþ ìíîæèòå-
ëåé).

4.13. Ïóñòü ϕ îïðåäåëåíà ïî ôîðìóëå (14) ïðè p = 3, n = 2 è

b0 = 1, b1 = a, b2 = α, b3 = 0, b4 = b, b5 = β, b6 = 0, b7 = c, b8 = γ,

ãäå
| a|2 + | b|2 + | c|2 = |α|2 + | β|2 + |γ|2 = 1.

Ñ ïîìîùüþ 4.7 ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ϕ ãåíåðèðóåò 3-ÊÌÀ â L2(R+) â ñëåäóþùèõ
òðåõ ñëó÷àÿõ: 1) a 6= 0, α 6= 0, 2) a = 0, c 6= 0, α 6= 0, 3) a 6= 0, α = 0, β 6= 0.
Ôóíêöèÿ ϕ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

ϕ(x) =
8∑

α=0

ckϕ(3x	 k)

ñ êîýôôèöèåíòàìè

c0 =
1

3
(1 + a+ b+ c+ α+ β + γ),

c1 =
1

3
(1 + a+ α+ (b+ β)ε2

3 + (c+ γ)ε3),

c2 =
1

3
(1 + a+ α+ (b+ β)ε3 + (c+ γ)ε2

3),

c3 =
1

3
(1 + (a+ b+ c)ε2

3 + (α+ β + γ)ε3),

c4 =
1

3
(1 + c+ β + (a+ γ)ε2

3 + (b+ α)ε3),

c5 =
1

3
(1 + b+ γ + (a+ β)ε2

3 + (c+ α)ε3),

c6 =
1

3
(1 + (a+ b+ c)ε3 + (α+ β + γ)ε2

3),

c7 =
1

3
(1 + b+ γ + (a+ β)ε3 + (c+ α)ε2

3),

c8 =
1

3
(1 + c+ β + (a+ γ)ε3 + (b+ α)ε2

3),

ãäå ε3 = exp(2πi/3).
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4.14. Ïóñòü p = 2, n ≥ 3. Ïîëîæèì

m(ω) =


1, ω ∈ [0, 1/2− 1/2n−1) ∪ [1/2− 1/2n, 1/2),
b, ω ∈ [1/2− 1/2n−1, 1/2− 1/2n),
0, ω ∈ [1/2, 1/2− 1/2n) ∪ [1− 1/2n, 1),
β, ω ∈ [1− 1/2n−1, 1− 1/2n),

ãäå 0 ≤ |b| < 1, |β| =
√

1− |b|2. Òîãäà èç (22) ïîëó÷àåì

ϕ(x) =
1

2n−1χ[0,1)(x/2
n−1)(1 +

2n−1−3∑
l=1

wl(x/2
n−1) + bw2n−1−2(x/2

n−1)

+w2n−1−1(x/2
n−1) + βw2n−2(x/2

n−1)). (17)

Äëÿ ýòîé ôóíêöèè ϕ ìîäèôèöèðîâàííîå óñëîâèå Êîýíà âûïîëíåíî íà ìíî-
æåñòâå

E = [0, 1− 1/2n−2) ∪ [1− 1/2n−1, 1) ∪ [2− 1/2n−2, 2− 1/2n−1);

åñëè b 6= 0, òî ìîæíî âûáðàòü òàêæå E = [0, 1).

Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå n = 3 ôîðìóëû (16) è (17) ñîâïàäàþò.

Äàëüíåéøèå ñâåäåíèÿ î p -àäè÷åñêèõ âåéâëåòàõ ñîäåðæàòñÿ â ðàáîòàõ [15],
[20], [25], [28], [29].
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Çàäàíèÿ ê ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòå
ïî òåìå "Âåéâëåòû äëÿ ñæàòèÿ èçîáðàæåíèé"

Äëÿ âõîäíîãî èçîáðàæåíèÿ f(x, y) è âîññòàíîâëåííîãî èçîáðàæåíèÿ
f̃(x, y), èìåþùèõ ðàçìåðM×K, ââîäÿòñÿ ñëåäóþùèå êîëè÷åñòâåííûå îöåíêè
èñêàæåíèé.

1. Ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå:

σ(f, f̃) =

[
1

MK

M∑
x=1

K∑
y=1

(f(x, y)− f̃(x, y))2

]1/2

.

2. Ñðåäíÿÿ ïèêñåëüíàÿ îøèáêà:

σ1(f, f̃) =
1

MK

M∑
x=1

K∑
y=1

| f(x, y)− f̃(x, y) |.

3. Ïèêîâîå îòíîøåíèå ñèãíàë - øóì (PSNR � peak signal-to-noise ratio):

PSNR =
Mgl

σ(f, f̃)
,

ãäå σ(f, f̃) � ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå, Mgl � ìàêñèìàëüíîå êîëè÷å-
ñòâî ãðàäàöèé ñåðîãî â ïðèìåíÿåìîé øêàëå (íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííîå çíà-
÷åíèå: Mgl = 255). Ïðè èçìåðåíèè â äåöèáåëàõ ïðèìåíÿåòñÿ òàêæå âåëè÷èíà
20 lg(PSNR).

Ïðèìåðû âû÷èñëåíèÿ âåëè÷èí σ(f, f̃), σ1(f, f̃), PSNR äëÿ èçîáðàæåíèé
"Lena", "Mandril","Winter 1", "Çîëîòîé õîëì"è "Êîðàáëè"èìåþòñÿ â [12,
c.583] è [19, c.178]. Êðîìå óêàçàííûõ èçîáðàæåíèé, â ïðèâåäåííûõ íèæå çà-
äàíèÿõ ðåêîìåíäóåòñÿ èñïîëüçîâàòü èçîáðàæåíèÿ èç [16, ñ.228]. Äèñêðåòíûå
âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ (ÄÂÏ) Õààðà è dbN îïðåäåëåíû â � 3 è � 8 ãëàâû
2, à äèàäè÷åñêîå ÄÂÏ îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî. Ïàðàìåòðû b0, b1, . . . , b2n−1
âûáèðàòü êàê â � 4 ãëàâû 3 (ñì. 4.9 � 4.12). Ïðè n = 2 çíà÷åíèÿ îäíîãî èç
ïàðàìåòðîâ ñíà÷àëà âû÷èñëÿòü ñ øàãîì 0.1 îò 0 äî 1, çàòåì ñ øàãîì 0.01 îò
0.9 äî 1. Äëÿ îñòàëüíûõ n çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ âûáèðàþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Èñõîäíàÿ èíôîðìàöèÿ: âõîäíîå èçîáðàæåíèå f(x, y), çíà÷åíèÿ N è n, ãäå
N = 2n−1, 2 ≤ n ≤ 4.

Çàäàíèå 1. Ïîëó÷èòü âîññòàíîâëåííîå èçîáðàæåíèå f̃(x, y) è âû÷èñëèòü
çíà÷åíèÿ σ(f, f̃), σ1(f, f̃), PSNR äëÿ ÄÂÏ Õààðà è dbN .

Çàäàíèå 2. Ïðîâåñòè âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû è íàéòè çíà÷åíèÿ ïà-
ðàìåòðîâ

b0, b1, . . . , b2n−1,
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ïðè êîòîðûõ âåëè÷èíû σ(f, f̃) è σ1(f, f̃), âû÷èñëåííûå ïî äèàäè÷åñêîìó ÄÂÏ,
áóäóò äëÿ äàííîãî èçîáðàæåíèÿ ìèíèìàëüíû. Âû÷èñëèòü ñîîòâåòñòâóþùåå
çíà÷åíèå PSNR.

Çàäàíèå 3. Óáåäèòüñÿ, ÷òî íàéäåííûé â çàäàíèè 2 íàáîð ïàðàìåòðîâ
b0, b1, . . . , b2n−1 çàäàåò ìàñøòàáèðóþùóþ ôóíêöèþ ϕ, ãåíåðèðóþùóþ ÊÌÀ
â L2(R+). Ïîñòðîèòü ãðàôèê ýòîé ôóíêöèè ϕ è ñîîòâåòñòâóþùåãî äèàäè÷å-
ñêîãî âåéâëåòà ψ.

Ïðèìå÷àíèå. Ïðè êàæäîì ÄÂÏ ïîëó÷àòü f̃(x, y) òðåìÿ ñïîñîáàìè: 1)
îñòàâëÿÿ p% íàèáîëüøèõ ïî ìîäóëþ êîýôôèöèåíòîâ â ïðåîáðàçîâàííîì
èçîáðàæåíèè, 2) ïîëüçóÿñü ε-êðèòåðèåì, 3) ïðèìåíÿÿ ïðîñòîé êîä âåéâëåò-
èçîáðàæåíèÿ ( ñì. [12, ñ.581]). Çíà÷åíèÿ p âûáèðàòü êàê â êíèãå Óýëñòèäà
[19].
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